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111 e 

INTRQ DUZ I ONE 

Scopo de l  presente lavoro l o  sviluppo d i  un metodo nu- 

merico d i  a l ta  approssimazione ed e f f ic ienza  per l a  r isolu-  

eíone di problemi pcarabolící per i qual i  c i  sia a l  contorno 

un legame t r a  l a  derivata tenporale e il gradiente. 

Esprimendo t a l e  classe d i  problemi in formule: 

La rnotívazione d i  questo l avoro  b s ta ta  l o  s tudio d e l l a  

dinamica di una bo l l a  di vapore i n  un liquido. Le equazio- 

n i  che regolano questo fenomeno, nell’approssimazione d i  

simmetria radiale ,  s i  possono scr ivere:  



. 

dove T & la temperatura del l i q u i d o ,  T N  la temperatura 

(che supponaemo costante) iniziale e Iontano dalla bol la ,  

R il raggio della bolla, Ts l a  temperatura alla superficie 

della bolla, D la diflsivith temiaica del liquido, k la 

conducibilith termica del liquido, L il calors latente, 

f la densifa del liquiao, p* la pressione (coatante) del 

l iquido 6 T) la tensione wuperficiale alla temperatura 
(T) e pv(T) rispettivarmente la densith e la preasione T, ("v 

di vapore alla temperatura T. 

- La 2.1 b l'squazione dell'energia nel liquido, la 2.2 & 

guella dell'energia all'intérfaccia bslla-liquido, la 2.4 

deriva da quelle di continuith e di conservazione della 

cpantith di moto. 

L'interesse pratico di questo Lipo di probbemi concerne 

Eetaomeni di ebollizione che hamo assunto par-bioolase im- 

portanza negli impianti di generazione di emergia, in par- 

.ticolare nei rerrttori nucleslri. 

Le eqinazioni 2 S O ~ Q  s t a t e  modificate effsttumdo la tra- 

sformazione h = 1/3 (r3/R3 - l), ,  Tale coordfnata lwrangia- 

na ha un duplice vantaggio, Da un Lato esrsa fissa a zero 

la superficie mobile d e l l a  bol la  ( h = O  se r=R(t))e dall'al- 

tro rende possibile ltintegrazione con un reticolo spazia- 

le che, nella vwiabile h, resta inal.terato nel tempo, 
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mentre nella variabile r originaria si estende all'aumen- 

t a r e  del rag'gio. Questa seconda caratteristica assume 

particolare importanea perché la crosta sferica intorno 

alla bolla ir1 cui gli effetti termjci sono rilevanti si 

allarga col tempo. 

11 metodo di integrazione adoperato di t i p o  compatto 

e Implicito. La caratteristica principale 5 l'uso di una 

approssimazione dell'intero operatore parabobico & -  J 2  + b3 W- ax 
invece che di approssirnazisni üiverse per  i singoli ter- 

mini,  Ltalta velocita & raggiunta con l'uso di mtrici 

tridiagonali che danno luogo a siatemi risolubili molto 

rapidamente. 

11 metodo & s ta to  accoppiato alltintegrazione temporale 

del tipo Crank-Nicolson, che 6 del 20 ordine, 

Ber verificare I'attendibilitk del metodo numerico d i  

integrazione, si E cercato un problema avente la struttu- 

ra l!, di cui fosse possibile determinare la soluzione a- 

naliticamente mediante trasformate integralk. 11 confson- 

to f ra  risultanti anaiitici e numerici si e rivelato e- 

stremamente positivo, conferrmndo l'elevata precisione 

(del 40 oriline nella parte spaziale) e velocita del metodo. 

Ltapplicazione di tale metodo numerico al la  dinamica di 

alcune bolle ha, mostrato alcune instabfllth nell'integra- 
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VI. 

zione temporale, che sono s t a t e  e l iminate  rendendo t a l e  

i n  t egra z i one i mp li c i t a a 

1 r i s u l t a t i  de l  caso della c r e s c i t a  d i  una bo l l a  n e l  

sodio su r r i s ca lda to  concordano perfettarnente con preceden- 

ti so luz ioni  approrisimate di altri a u t o r i  ne i  campi d i  va- 

l i d i t h  d i  qtaeste ultime. E' stato p o s s i b i l e  anche studia- 

r e  per  l a  prima volta c a s i  d i  collasso d i  bo l le ,  che sono 

spunto d i  i n t e r e s s a n t i  considerazioni  su fenomeni d i  o- 

s c i l l a z i o n e .  

Pn d e f i n i t i v a  si  pub dire che l o  scopo i n i z i a l e  che c i  

eravano propos t i  b s t a t o  pienamente raggiunto.  

11 lavoro t u t t a v i a  prosegue i n  due d i rez ioni .  D a  un La- 

t o  s i  s t a  cercando d i  a f i i n a r e  ul ter iormente il metodo nu- 

merico e dall'altro esso viene appl ica to  ad a l t r i  casi con- 

c r e t i  q u a l i  l a  dinamfca d e l l a  bolla i n  campi d i  pressione 

v a r i a b i l e  e i n  ca iq i  d i  temperatura i n i z i a l e  non uniforme. 



La dinamica d i  una b o l l a  d i  v s o r e  ir, un 1 i ~ u . i O s  

1. General i th  su l l a  dinaniica d e l l e  bo l le  

Promettia::io un'irrlporlante d is t inz ione  t r a  due cutegorie  

d i  b o l l e  i n  un l iquido: i e  bo l l e  d i  gas e que l le  d i  vapore. 

Nelle prime s i  considera  che l a  cuvi th  sia r iempi ta  essen- 

zialmente d i  gas e che sia t rascwrabi le  l a  presenza d i  va- 

pore d e l  l iquido.  Le b o l l e  d i  gas sono familiari a chiun- 

que,essendo presen%i n e l l e  bevande gasate;  l a  l o r o  irripor- 

tanza s i  estende a i  p roses s i  d i  degusarriento d i  l i q u i d i  ed 

esse vengono usate anche n e i  reat-t-ori chimici per  f a v o r i r e  

r eaz ion i  gas-liquido. Le bo l l e  d i  vapore sono invece cos t i -  

t u i t e  prevalentemente d i  vapore de l  l iquido.  Queste  ul t ime 

possono it l o r o  vol ta  suddiv iders i  i n  due c l a s s i t  bolle d i  

cavi tazione e bol le  d i  vapore propriamente det te .  Questa  

w l t i r n a  d ia t inzione & basata s u l l '  irr;l?ortanza che hanno g l i  

e f f e t t i  d i  scarribio termico n e l l e  bo l l e .  In una bo l l a  d i  

cavieazione l a  dinaniica & r ego la t a  s o p r a t t u t t o  da11 @ inerzia 

d e l  l iqu ido ,  mentre i n  una bol12 d i  vapore g l i  e f f e t t i  t e r -  

mici sono dominanti @ C i b  che deteamina la differenziazione 

sostanzialmente La dens i th  d e l  vapore, come si pub chia- 

r i r e  c o l  seguente esernpio, 
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Supponiamo che una b o l l a  cresca nell 'acqua fino a un raggfo 

R i n  un tempo t. L'energia termica necessaria yer  riernpire 

la bolla d i  vapore i n  equ i l ib r io  termodinamico con l 'acyua 

& 4nk3Lr;(?) , dove L & il calore l a t e n t e  d i  evapora- 

zione e J$.(T) & l a  densi lb  d i  vapore d i  equ i l ib r io  a l la  

temperatura T dell 'acyua. Questa energia & f o r n i t a  dalla d i -  

rninuzions d i  temperatura AS- d e l  l iquido intorno a l la  b o l l a  

i n  uno s t r a t o  d i  apessore (come s i  vede che accade i n  

gensrale nei fenomeni d i  termoconduzione - c f r  [ 8 ]  ), dove 

D = V L C  b La d i f fus iv i th  Lerniica, 

do e c il calore specifico.  11 calore f o r n i t o  n e l  tempo t 

(3 

l a  densi ta  de l  l iqui-  PL 
quindi  & T k Z K g T )  f; ; approsssmando il gradiente 

due .quantitk otteniamo una diminuzione d i  temperatura I 

Ber l 'acqua a 15% con R=O.I c m . ,  t = l O  sec,  

s i  t r o v a d r z  0.20C che causa una dirninuzione d i  pressione 

d i  vapore d i  c i m a  l81$? che & t rascurabi le .  La c r e s c i t a  

sar& quindi l imi ta ta  essenzialmente da f a t t o r i  i n e r z i a l i  e 

parleremo quindi d i  b o l l a  d i  cavitazione, 

Se l 'acqua & vicina a IOOOC,  L a  densita d i  vapsre d i  equi- 

l i b r i o  & c i r ca  46 vol te  p i U  grande d i  quel la  a 15W, per  cu i  

ATZ 13*C, con una corrispondente dirninuzione della pres- 

sione d i  vapore d i  c i r c a  il 5%. chiaramente in questo caso 

-' re=' .31iO'5g/cm 3 
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l a  dinailiica de l la  bo l la  fortemente inf iuenza ta  d a 1  t ra -  

s g o r t o  di calore  verso l a  sua super f ic ie  ed essa  cresce 

pib 1en.t;arnente. I n  queato caso parliarno d i  b o l l a  d i  va- 

&ore propriamente d e t t a ,  

Le b o l l e  d i  cavitazione sí fomano d i  s o l i t o  i n  con- 

6utture e rriacchinari idaiaulici  quando l ' e l e v a t a  v e l a c i t a  

locale  causa un abbassamento de l l a  pressione s o t t o  quella 

a cu i  11 liquido bolle.  Sono ben n o t i  i danni da usura e 

corrosione che esse producono a l  momento de l  c o l l a s s o  sul- 

le p a r e t i ,  

Le b o l l e  d i  v;ipore sono present i  i n  t u t t i  i fenomeni d i  

ebs l l i z ione .  La l o r o  irnpor-tanza E! relativa sopra t tu t to  alLa 

funzione che svolgono n e i  liquidi d i  raffreddamento (un e- 

sempio & il s o d i o ,  d e l  quabe c i  occuperetrio i n  seguito,  che 

viene u t i l i z z a t o  come re f r ige ran te  n e i  r e a t t o r i  riucleari 

ve loc i )  11 calore  s o t t r  : t t o  per  convezicine da1 l i q u i d o  

a l la  super f ic ie  s o l i d a  che s i  n o l e  raffreddare,  provoca 

un abbassamento d i  teriipesatura de l l a  super f ic ie  s t e s s a  che 

& minore d i  quello che s i  avrebbe s e  questo calore  contri-  

buisse tz f a r  crescere bo l l e  d i  vapore. I n f a t t i  il calore  ne- 

cessar io  per l 'evaporazione d i  un l iqu ido  & molto elevato e 

l a  c r e s c i t a  d i  una b o l l a  d i  vapore abbassa notevolmente l a  

temperatura d e l l a  super f ic ie .  
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Volutamente non abbiamo accennato a l  problema assai 

cornplesso, e ancora praticamente i r r i s o l t o ,  della na- 

s c i t a  d i  una b c l l a  i n  un liquido. L'ipotesJ, pfh  accre- 

d i t a t a  & che l e  inipurith present i  n e l  l iquido agiscano 

da auclei d i  formazione d e l l e  b o l l e  stssse, 

In ogni caao, come vedremo nel  cap. '?O, l e  condieioni 

i n i z i a l f  de l l a  bol la  hanno un e f f e t t o  praticamente nullo 

ai fimi dell 'evoluzione de l la  b o l l a  s t e s sa ,  per cui non 

baiecessario conoscere il mccanismo che p o r t a  a l l a  sua 

formazione per studiarne l a  dinamiea, In psa t i ca ,ne l l a  

erattazione che aegue,partiremo sempre da una bolla gih 

formata e imporremo ad essa del le  condizioni i n i z i a l i  

opportune. 
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2. La dinamicü d i  una b o l l a  d i  vapore i n  un l i q u i d o  

Equazioni meccaniche 

Consideriamo un l iquido esteso indei ini tamente e a ri- 

poso e una cavi tk  r iempi tad ivapore  a l  su0 in.t;erno, Suppo- 

niamo che il l iqu ido  sia incomprimibile e che l a  v i scos i th  

sia t ruscu rab i l e  Possiamo a l l P r a  s c r i v e r e  1' equazione d i  

Euiero 181 

f la. 
dove fl c & l a  v e l o c i t a  d e l  l iquido,  p la. pressione e 

densi ta. 
Poichd, n e l l e  i p o t e s i  fatte, la b o l l a  & lon tana  da super- 

f i c i  s o l i d e  e da a l t r e  bolle, vale  lfapprossirnazi~ne d i  s i m -  

metria radiake.  In coordinate  s f e r i che  l a  2.1 diventa: 

La. v e l o c i t a  6 pub e s se re  deteriiinrita i n  modo semplice ap- 

glicando il pr inc ip io  d i  conservazione d e l l a  rnassa. Presa 

una a f e r a  d i  raggio r concentr ica  con la bolla ( d i  raggio 

R ) ,  l a  massa d i  liquido spostata  dal l 'espansione d s l l a  bolla 

s t e s s a  i n  un i n t e r v a l l o  d i  ternpo d t ,  sarh: 



Ma questa quantith deve essere uguale a quel la  che attra- 

versa l a  superf ic ie  de l la  s fe ra  d i  raggio r, che r i s u l t a :  

Dali'uguaglianza d i  L3 e 2.4 r isul ta  

Naturalmente questo B anche il r i s u l t a t o  che si ot t iene  

dall'equazfone d i  continuith per l i q u i d i  inoomprimfbibi 

Sostituendo l a  2.5 n e l l a  2.2, otteniamo 

da cui 

Integrando la 2.7 tra r e = ,  otteniamo 

che per 2: R(t) vale 

Scriviamo ora la forniula d i  Laplace 

dove pÍ b l a  pressione in te rna  a l l a  bolla, 

de l  l iquido alla superf ic ie  del.la bolla,  

pR l a  pressione 

6 e l a  tensione 
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s u p e r f i c i a l e  e dove abbiamo t r a scu ra to  il termine a d e s t r a  

-4J R perch6 piccolo ( n e l  caso d e l  sodis l a  v iscos i -  

t& dinamica ,,u = 1.C-i639 a?$-' rnentre l a  tens ione  s u p e r f i c i a l e  

~z 102 d *.CW;' , per cu í ,  a p a r i t h  d i  raggio ,  il termine 

d i  v i s c o s i t h  r i su i l ta  apprezzabi le  pe r  v e l o c i t a  supe r io r i  

a í o  h + c í ,  che vengono ragsiunke salamente n e l l e  f a s i  

Q 

R 

Y 

5 

f i n a l i  üi col lasso ,  quando anche l 'approssimazione s f e r i c a  

Con l a  2.109 l a  2.9 diventa  

c.he & l ' equaz ione  "dinamicatf d e l l a  bolla d i  vayore, dove 

abbiamo i i i d i c a t o  p; c m  pd(?)per s o t t o l i n e a r e  l a  sua di- 

pendenza dal la  temperatura s u p e r f i c i a l e  debla  b o l l a ,  e abbia- 

mo anche a c r i t t o  6 come funzione d e l l a  temperatura super- 

f i c i a l e  (nonostatitx sia praticarnente c o s t a n t e )  . 
All 'equazione 2.1-1 andrh quindi accoppia ta<  La soluzione del-  

l a  equazione de l l ' energ ia  che ricaviamo n e l  paragrafo se- 

guente 

( O )  La r e l az ione  2.10 s i  r i cava  da q u e l l a  generale  

p3-p = 6( & +  dove e p2 sono l e  p r e s s i o n i  a l l e  
s u p e r f i c i  a con ta t to  d i  raggio  d i  curva tura  r i spe t t ivamente  

$0, r i su l t a  l a  2.10* 

E4 e R z  . Per s u p e r f i c i  s f e r i che  d i  raggio  R a conta t -  

( c f r  par .  60 1 8 1 )  

. , . ... , . ..X-._i",">, . , , 



Dalla 2.11 possiamo d e f i n i r e  un raggio di e q u i l i b r i o  

(che r i s u l t a  i n s t a b i l e )  p e r  l a  bo l l a  

3. La dinamica d i  una b o l l a  d i  vapore in un l i q u i d o  

Equazioni d i  scambio termico 

Scriviamo il primo p r i n c i p i o  de l l a  termodinamica per 

un volume generico v n e l l o  spaz io  occupata da un l i qu ido  

i n c  o rnpr i i n i  b J. l e  

dove $q & l a  quant i th  d i  ca lore  a c q u i s i t a  da1 volurpe V in 

un ternpo d t ,  d 
contenuta i n  V e il temrnine d i  l avoro  pdv & s t a t o  ormsfso a 

causa de 11 @ incomprimi b i  1i t h  de 1 l i q u i  do . 

la corr ispondente  var iaz ione  d i  energ ia  

Risulta che 

dove f & l a  dens i ta  d e l  l i qu ido ,  & l a  dens i th  d i  energ ia  pe r  

u n i t h  di massa, 5 l a  ve loc i - th  d e l  f l u i d o ,  

scente  dal la  super f ic ie  S che racchiude 11 volume V, 

11 secondo termine a destra & il cont r ibu to  de l  flusso to- 

t a l e  d i  energia  dovuto allo apostamento d i  f l u i d o  a t t r a v e r -  

la normale u- 
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1 

s o  ia supe r f i c i e  S (convez ime) .  

D'aitra pa r t e  r i s u l t a  che 

ciob uguale a l  f lusso  t o t a l e  d i  calore  t r a s p o r t a t o  per con- 

dueione a t t r ave r so  S nel terripo d t ;  il segno meno b dovu- 

t o  al. fa t to  che ad  un a u m n t o  d i  energia  corrisponde un 

f l rasso d i  c a l o r e  en t ran te  ( c i d  d i  segno oppos to  a +J ). 

Riscrivendo l a  3.1 otteriiamo 

P e r  il teorema d e l l a  divergenza, poiché P cos tan te ,  s i  ha 

da cui,derivando so t%o i b  segno d i  i n t e g r a l e ,  otteniarno 

e quindi 

11 termine s o t t o  il segno d i  i n t eg ra l e  deve pescib essere  

identicamente n u ~ l o .  Poich6 9 = - k 9 T , d E  = c dT 
? 

4 

c -  p v s  o , dove k l a  conducibiliG8 t e r a i c a  del 

l iquido che supporrerno cos tan te ,  il che una buona appros- 
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siniazione p e r  i n t e s v a b l i  d i  temperatura non t roppo grandi ,  

e c & il c a l o r e  s p e c i f i c o ,  da l la  3.7 der iva  che 

e definendo 3 = K/pe 

ri su l t  a 

( d i f f u s i v i t h  ter ia ica  del l i q u i d o )  

In coordinate  sferiche per  l a  b o l l a  a aiuimstria radiale, 

ottenfamo da l la  3,9 

Sost i tuendo n e l l a  3.10 SI valore d i  vc c a l c o l a t o  n e l  para- 

grafo 2 (2.5) otteniama l 'equazione d e i l ' e n e r g i a :  

A L 3 a  3.11 va aggiunta  una r e l az lone  che tenga conto della 

var iaz ione  d e l l a  q u a n t i t h  di vaifore all' i n t e r n o  de l la  bolla, 

Deve risultare che il flusso d i  calore a t t r a v e r s o  la super- 

f i c i e  uguaglia il prodo t to  fra c a l o r e  la tenLe e v e l o c i t a  

d i  produzione d i  vapore. Essendo 4 ?? @ / "LG)  la massa d i  

vapore n e l l a  b o l l a ,  g ~ i c h é  ffl dipende solo da l m g o  

3 

3 

l a  l i n e a  d i  sa luraz ione ,  r i s u l t a  



1 Obis. 

Nel cons iderare  questo scaríabio tenmico a l l a  supe r f i c i e  del- 

L a  b o l l a  abbiamo t rascura to  l a  conduzione d i  ca lore  da par- 

t e  d e l  vapore, esrsendo p iccolo  il c o e f f i c i e n t e  d i  conduci- 

b l l i t h  termica d e l  vapore, e l ' e n e r g i a  d i s s i p a t a  pe r  visco- 

sil&, a.vendo assunto quea-t 'ult ima t r a s c u r a b i l e  (c fr  p r e z )  e 

Svilupyando il secondo termine d e l i a  3.1 2 otteniamo 

da c u i  l a  re laz ione  t r a  gradien te  e der iva t a  teapora le  di 

cu i  fareuio uso ne l l a  t r a t t a z i o n e  d e l l a  soluzione numerica 

del problema della dinarnica d e l l a  b o l l a ,  

4 e  La dinamlca d i  una bolla d i  vapore i n  un l iqu ido  

Considerando i r i s u l t a t i  de i  pare 2 e 3 ,  possianio scr i -  

vere il problema de l l a  dinaixiica d i  una b o l l a  d i  vapore i n  

un l í q u i d o  n e l l a  sua formulazione completu: 



*- 

loter, 

Sono necessa r i e  due p r e c i s a z i o n i .  La prima riguarda il va- 

l o r e  d i  p.., ciok l a  pressione d e l  l i qu ido  a grande d is tan-  

za da l la  b o l l a ,  Nel la  forrnulazione 4,1 non abbiamo indica-  

t o  e s p l i c i t a n e n t e  una sua dipendenza da1 tenipo e i n f a t t i  

la supporrerno cos t an te  n e l l ' i n t e g s a z i o n e  numerica,. 

Tut tnvla  il problema 4.1 b g e n e r a l i z z a b i l e  a campi 

di. p ress ione  v a r i a b i l e  d e l  l i q u i d o  e ,  come vedremo, anche 

l a  forrnulazione nurnerica b e s t e n d i b i l e ,  

La seconda precisazione siguarda il va lo re  d i  , 

Bisogna i n n a n z i t u t t o  d i s t i n g u e r e  il caso d i  c r emi t a  da1 

caso d i  c o l l a s s o  d e l l a  b o l l a .  Pe r  s t u d i a r e  un caso d i  cre- 

s c i t a  e s senz ia l e ,  s e  s i  m o l e  p a r t i r e  da1 raggio d i  e- 

q u i l i b r i o  &) dato dal la  4 e  l e ,  imporre una v e l o c i t h  i n i z i a -  

l e  d i v e r s a  da zero,  a l t r i m e n t i  il sis tema resta i n  e q u i l i -  

b r io .  Un ' a l t e rna t iva ,  che E q u e l l a  da noi  adoperata  n e i  

c a l c o l i  e f f e t t u a t i ,  & partiple con un raggio lievernente 

maggiore d i  quel lo  d i  e q u i l i b r i o  ( a d  es:l$) e con velo- 

c i t a  nialla; c i 0  equivale  a Prnporre a l l a  b o l l a  una acce lera-  

z ione d ive r sa  da zero, come si r i c a v a  dalla 4.ld, 

P e r  il caso d i  c o l l a s s o  l a  v e l o c i t h  i n i z i a l e  pub e s s e r e  

nulla perchd a i  parte  sernpre da una situazione non d i  equi- 

l i b r i o ,  essendo l a  p res s ione  d e l  l i qu ido  p.. , maggiore d i  

q u e l l a  d i  vagore a l la  temperatura  d e l  l iquidoP,(T,)  o 
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CAPITOLO 20 

11 metodo OCI-CN d i  integrazione nunierica p e r  problerrii 

parabolici 

L a  s i g l a  OCI-CM s i g n i f i c a  Operator Compact Impl i c i t  

Crank-Nicolson. Essa indica un rnetodo~ numerTco 

recente:2ente, per l a  risoluzione d i  equazioni d i f f e renz ia l i  

e laborats  

a l l e  der ivats  p a r z i s l i ,  applicato i n  paricolare a equazio- 

n i  pareboliehe. 

La s igla  OCI si r i f e r i s c e  alla discretizzazione spa- 

zi.818, mentre CN si r i f e r i s c e  a que1la terqmrale. 

Al Sine d i  meglio compendere l e  c a r a t t e r i s t i c h e  d i  

t a l e  metodo, r i teniano oppor-t;zhlao prima esaminare in detta- 

glio aletani metodi classici d i  risoluziune approssimata d i  

equazioni paraboliche. 

2. Alcuni metodi nuuierici class - - 

Supponiamo per  seütplicitb d i  avere un poblema del t i p o :  



12, 

S c r i t t o  in forma d i s c r e t i z z a t a  il problema 2.1 divents:  

dove h il passo d i  d i scre t izzaz ione  spaz ia le  e d t  quei- 

l o  t eapora l e  e dove si sono usate l e  na taz ion i  abbreviate:  

L'approccio pih  semplice pe r  r i so lve re  il p r o b l e w  2.2 

??. quel lo  di scr ivese per ciascuno dei termini  de l l a  2,2a 

una espressione approssimante. Se c i  s i  accontenta del 

secondo ordine nell 'approssimazione spaziale e d e l  primo 

in yuslla t eupora le ,  si possono usare lo s e g ~ ~ e n t j .  formule: 

Sostf tuendo l e  r e l az ion i  2,3 n e l l a  2.2á, si o t t i e n e  Una 

espressione espi i 'c i ta  p e r  ¿tj 
ryI* d 

dove j v a r i a  da 1 a N-1, perche i v a l o r i  d i  U. e! UN sono 

n o t i  ad  ogni istalzte d i  tempo da l l e  2.2b. 

Partendo dal la  Lc; 
o nota  dalla 2,2c, t ramite  l a  2.4 si 

pub r i c a v a r e d  Q cosi via  pes il numero di pass i  temporai i  
3 



desiderato, 

Se si desidera un'approssimazione spaziale di ordine p ih  

elevato, b necessario usare ab pas to  delle 2.3  altre formu- 

le con pih punti; ad esempio: 

Le 2.5 tuttavia presentano alcuni inconvenienti , Pbich6 

j varia sempre tra 1 e N-1, i valori di ki-a e 

quando j assume propr io  i valori 1 e N-2, vengono a cadere 

a1 di fuori del contorno del campo di integrazione. Es ne- 

cessario percib introdurre dei punti ttfittiziil, per esen- 

pio es$rapolando la so luz íone  con formule dello stesso or- 

dino del metodo usato ( n e l  caso specifico del 4 O  o r d i n e ) ,  

Esaminando invece una integrazione tempora1.e di piU al- 

to ordine, passiano a illustrare uno schema implícito di 

integrazione . 
Se indiclniamo con ¿(&) l'approssimazione discreta dell'in- 

tero operatore parabolico, c i d  d e l  membro a sinistxla della 
J 

2,2a, un metodo di integrazione teaporale d e l  2 O  ordine b 

quello di Crank-Nicolson, espresso da: 

BE: 



-. 

Dato  che [(U); r i s u l t a  essere l a  sornma de l l e  

MXj  

aiimazioni 

e de l le  

possiaino s o s t i t u i r e  ad esso la  s o m  delle appros- 

2.3a e 2.3b, Risulta quindi 

che i n  forma piU compatta s i  pub scr ivere  

E' evidente che non si  pub scriarere l a  2.7b eiqd3.Citando 

perché non s i  conoscono i valor1 d i  Q;:' e d i  kjra *t-g . 
3 

La 2,7b, per j che varia da 1 a N-1, & un sistema d i  N-1 

equazioni l i n e a r i  d i  incognite u; la  cui matrice dei  

coe f f i c i en t i  Bd e il vet tore  d e l  termini noti b hanno l a  

,n*6 

I 

forma sf 

M =  

c2.8) 

- A =  

Cuente: ' 

! I 



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

per  c u i  il sistema 2,7b s i  pub sc r ive re  riella form 

(2.9) M L t z  A . . .  
--.- - 

Paceiamo notaris coma il s i t e m a  2.8 sia perfettarnente ri- 

s s l u b i l e  quando s i  abbiano l e  condizioni 2.2b, ciob s i  oono- 

scano 1 v a l o r i  a l  contorno. 

Biassumendo, l a  procedura d i  in tegrazione l a  seguenter 

partendo da n=O, p e r  cu i  11 ve t to re  b & completamente de- - 
terminato d a l l e  2.2b e 2,2c, s i  riaolve il sistema t r i d i a -  

gonale 2.8 ottenendo U! Ora i3 vet'tore b & noto per n=l - 3 
2 e ii sistema 2.8 pub genernre h d  . Si pub i n  questo modo 

procedere pe r  il numero d i  pas s i  temporali  vo lu to ,  

IZ pregio fondamentale dei  rnetodi d i  t i p o  i q l i c i t o  
- _l_l.-- -" - 

& il f 'at to che l a  so luz iono  a l  tem.po t, dipende daLle condi- 

z ioni  a l  contorno al ternpo t y o o l t r e  che dalla aoluzione a l  

tempo precedente t4-d e C i b  non accade n e i  metodi e a p l i c i t i ;  

i n f a t t i ,  come s i  vede n e l l a  2.4, l a  so luz ione  al tenpo &, 

. "-_1____ ....... 

dipende solamente da l l a  so luz ione  a l  tempo precedente f&*9 , 

La maggiore complessita di caicolo (risolvere un sistema MxN 
e"- -_----- 

& i n  generale  piU oneroso che calcolare N espress ioni )  & 

solamente apparente: i n f a t t i  l a  stmttura trldíagonale d81 

sistema 2.8 permette la sua risol*llzione con solamen.t;e 5H 

operazioni ,  dove N & l ' o r d i n e  d e l l a  matr ice  ( c f r  [a] ), 

mentre i metodi d i  r i so luz ione  per  sistemi a struttura ge- 

ner ica  r ichiedono N 3 operazioni,  Owianiente un sistema 4x5- 

._ .......... ..... 
. . . . . . . .  . . .  .... ... I .  . . .  ...-... . . .  



diagonale ha bisogno d i  soZe 5N Locazioni d i  memoria i n  

ua elaboratore,  contro l e  N +2N d i  un sisterna generico 2 .  

( c f r  [23 1. 
Per questi motivi i metodi i i n p l i c i t i  Sono largamente 

u s a t i  e recentemente s e  ne sono sviluppa%i alcuni con un 

a l t o  ordine d i  approssimazione. Nel paragrafo seguente 

i l lustreremo il metodo piiX recente e p iu  accurato per 

problemi parabolici. 

3 .  11 rnetodo OCI-CN 

11 metodo OCI-CN =& s t a t o  elaborato n e l  1978[1], sulla 

base d i  precedenti s t u d i  su metodi d i  a l t a  approssimazione 

per equazioni d i f f e renz ia l i  a l l e  der ivate  p a r z i a l i  [S] o 

Per i l l u s t r a r e  i n  dettaglio il su0 funzionarnento, c i  

r iferirerno a un problema parabolico dii Diriehlet:  

Separiarrio l a  t ra t tazione d e l l '  integrazione spaeiake da 

quella temporale sottolineando chs i pregi del metodo OCI- 

CN si r i fe r i scono essenzialmente alla diacretszzazione 

spaziale  o 



S c r i t t o  i n  forma discret izzata ,  íl problema 3.1 diventa: 

dove si  sono usate l e  notazioni abbreviate u(.;,tq) 

porremo costante,  e quei.lo temporale, che, come vedremo; 

po t r a  essere  variabile.  

Data 1' imgossibil i th d i  o t tenere  approssimazioni  pih 

a l t e  d e l  2 O  ordine uti l izzando solainente tre punti ( c f r  

2.3) de l  r e t i c o l o  spaziale,  per poter a r r iva re  al 4' osdi- 

corre cercare una reluzione che coinvolga anche i valor i  

de l le  der ivate  nei  punti adiacent i ,  I n  p ra t i ca  s i  cercano 

i c o e f f i c i e n t i  che soddisfano gueste condizioni: 

Operando con il consueto sviluppo i n  s e r i e  d i  Tagrlor, si 

giunge a determinare t a l i  coe f f i c i en t i  i n  modo che Ze 3.3 

diventano: 



Ricavando e LAax; da l l e  3.4 e sost i tuendol i  n e l l a  

3.2a, 

ne d i  L[k); che contenga solamente l e  U 

i n t rodo t t e  anche l e  derivate ne i  puntl. adiacent i  (j-Í e 

evidente che non b possibi le  ottenere un'espreasio- 

, perché si  sono j '  

j + l ) e  Non s i  pub percib a r r iva re ,  corne s i  & f a t t o  n e l l a  

2.7, a un sistema t r idiagonale  simile a l  2.8, che contenga 

soLamente l e  UJ' quando s i  accoppia questa díscretizza- 

zione spaziale a quella tempocale d i  CranIE-Nicolson. 

lndipendentemente pero d a l l '  integrazione temporale, dal la  

sos t i tuz ione  delle 3 . 4  n e l  primo membro d e l l a  3.2, non 

& mai possibi le  ottenere un s is te im tridiagonale ne l le  

so le  LL-. . Tra l ' a l t r o  s i  pone il problema che l e  3 . 4  

non s i  possono scrivere per j = U  e per j=N. Per  questo mo- 
3 

t i vo ,  s e  & possibile sviluppare un sistema tridiEigQnah% 

a blocchi 3x3, .come si pub vedere i n  i 1 1  , per r i so lvere  

il. sisterna f o r m t o  da l le  3 .4  e da l la  3.2, & sempre neces- 

sar io  conoscere i va lor i  a l  contorno del le  due deriva-be 

s p a z i a i i ,  I n  [6) viene t u t t a v i a  p ropos ta  una formula 

aggiuntiva a l l e  3.4 ,  che appl icata  a i  nodi 7 e N dh: 

Come s i  pub vedere essa  r í s u l t a  del 3" ordine e ,  nonostante 



che l ' a u t o r e  d i  [6] sostenga che essa b compatibile con 

l e  3.4 ,  laScia  i n c e r t i  sul la  sua e f f e t t i v a  appl icazione.  

Non c i  soffermiamo su questo argomento rirnandando a i  due 

a r t i c o l i  111 e [6] , dato che il metodo OCI-CN supera 

que s t e d i  f f i c  01th. bpi l l a n t  ernente . 
Le refgz ioni  3.4 sono sempre a l la  base d e l  metodo OCI- 

CN, rna l ' i d e a  fondamentale b bhe,invece d i  cercare  dus 

appsossimazioni d i s t i n t e  pe r  l e  singole der iva te  s p a z i a l i  o 

p o s s i b i l e  d i sc re t i zza re  '*in t o t o "  l 'opera tore  L!. (kJj , 
cercarido i coe f f i c i en t i  che soddisf ino questa  re laz ione t  

La s t r u t t u r a  de l la  3.6  b i d e n t i c a  a que l l a  delle 3.4,  con 

l a  d i f fe renza  essa l e  s i n t e t i z z a  i n  una s o l a  formula. 

Tenendo presehte  l a  def in iz ione  d i  L[@Jj 

sviluppo in s e r i e  d i  Taylos  s i  gi-unge a deterrninare l e  

s e m e n t i  espresaioni ( p e r  i c a l c o l i  sv i iuppat i  c i r  LI] >. 

a t t r a v e r s o  l o  
. _L 
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%O * 

con j che var ia  t r a  1 e N-l. 

Se indiehiamo con Q ed R g l i  operatori  cos i  definiti[omet- 

tendo per semplicith I ' i nd fce '  3) 

si pu, r i s c r ive re  la 3 . 6  simbolicamente n e l l a  forma: 

Abbiamo cosi  ottenuto una discretizzazione d i  L(M.; che 

dia origine a un sistema tridiagonale che contenga so la-  

mente 1s 4; * C s m s  vedrerno pe l  saguito, la t r idiagonal i th .  

d e l l a  3.9 b determinata dalla conoscema d e i  

e UN . 
Unendo a questa discret izsazione spaziale  

d i  Crank-Nicolson, possiaino r i s c r ive re  la 2. 

e ,  sostituendo in essa l a  3 .9  otteniamo 

valori c1, 

1' integrazione 

Rac c ogli endo Q y* ' abbiama 
3 



21. 

dove 1 l a  rnatrice u n i t a r i a  e = 

Denotando il mexibro a des t ra  de l la  3.12 con Gj 
u + á  mo, dopo a v e r  m o l t i p l i c a t o  a s i n i s t r a  pe r  Q : 

.,VI 

o t t en ia -  

.Mt **l 
Poiché si  conoscono i valor i  U, e Q N  l a  3.13 un si- 

( 

stema t r i d i a g o n a l e  d i  i ncogn i t e  U;*i con j che varia t r a  

1 e N-1, l a  cui matrice d e i  c o e f f i c i e n t i  P e il v e t t o s e  

d e i  termini n o t i  ghanno l a  forma seguente:  

P= 

0 

1 



22. 

per cui il sistema 3.13 si pub scrivere n e l l a  forma: 

l 4  

Per risolvere il sistema 3.15 resta da calcolare G. a 

Non conveniente ricavare G; dalla 8ua definizione, 

che, scritta in modo da evitare &1 

3 
,w 

li 
o 

aa 
La 3.16 b un sistema tridiagonale di incognite 

con j che varia tra 1 e N-1 e richiede la conoscenza di 

Go4 e d& per essere risolto. Irifatti la matrice de i  

coefiicienti 6 e il vettore aei termini noti 

ci 

M 

f osma seguente : 

1 

I i  



p e r  cu i  il sistema 3.16 si pub sc r ive re  n e l l a  'forma: 

E' posa ib i le  invece r i c a v a r e  una relazione d i  r icor renza  
4 

per  6; 
nazione d i  c," e 6 , ~  risparmia l a  soluzione d i  un si- 

sterna t r idiagonale .  

che o l t r e  a r i so lvere  il problema della determi- 
r* 

Per  maggiore g e n e r a l i t a  ricaviamo %ale  re laz ione  d i  ri- 

cosrenza per  un passo ter-porale va r i ab i l e .  Indichiamo quin- 

d i  con .-&, il valore d i  1 r e l a t i v o  a l  passo temyorale di, 
al teinpo t4 (analogamente a A++*). 
Riscrivendo la 3.12 con A4 otteniarno 

Scrivendo n e l l a  3*19 n-1 a l  p o s t o  d i  n e considerandone 

s o l o  il membro a s i n i s t r a  otteniarno 

Prendendo invece il mernbro a destra debla 3.19 abbiarno 

4% 
2-L RIoltiplicando entrambi i triernbri de l l a  3.20 per  

e sommando t e m i n e  a termine con l a  3.21 otteniamo 



cioe 

che l a  relazione d i  r icorrenea cercata. 

Per  A,,= A+isi ha l a  forma particolarrnente semplice: 

(3.24) c.;" 2 2uj* - G Y' 
3 c /  

11 valore d i  Go necesmrio per ltavvi¿ d e l  provedimento 
J 

fornf to ,  tramite la  3.19, da 

Ma, per  le 3.9  e 3.2b abbiamo 

da cui r i su l t t l  

Riassumendo, l a  procedura d i  fntegrazions secondo l o  sche- 

m a  OCI-CN 5 la seguente: note Q> e fd si calcola 6; 
tramite l a  3 . 2 9 .  Dato che iL problema 3.2 B i n  9orm di 

Dirichlet ,  si conoscono Cn, e ffi 
3.1 aistema 3.15, ottensndo i valor i  d i  ¿ci 

nuovo valore d i  G; con l a  formula d i  ricorrenza 3.22 8 si 

9. 
e quindi si pub risolvere 

. Si c&lcola il s 
1 



risolve nuovaniente il sistema 3.15, ot tenendo i valor i  d i  

t 
U j  S i  cont inua ii procedimento pe r  il -mero d i  p s a i  

temporal i  vo lu to  

Esaminiamo o r a  a lcune  ques t ion i  r i g u a r d a n t i  l a  s t ab i l i -  

t b  d e l  rrietodo OCI-CN. Abbiamo usato n e l l a  3.9 11 sirnbolo 

@' S i  pub ditnostrare che la rnatrice Q & invertibile, 

n e l  caso i n  cui i c o e f f i c i e n t i  de l l ' equaz ione  pargbol ica  

3.1a siano costanti, quando s o d d i s f a t t a  yues t a  condizio- 

ne ( c f r  [I] >: 

R, 4 312' 
dove Q, & il numero di Reyr-iolds d e f i n i % o  i n  queato modo: 

Q.24) 

Questa  & l ' u n i c a  l imi t az ione  ccinoscliala pe r  l ' a p p l i c a b i l i -  

t b  de l l a  d i s c r e t i z z a z i o n e  s p a z i n l e  OCIO S n f a t t i  anche Pa 

analisl .  d e l l a  s t abk l i t2 t  spaziale p o r t a  a l l o  s tesso  r isul-  

t a to  espresso  d a l l a  3.28. La s t a b i l i t h  ternporale & incon- 

d i z iona ta ,  sempre che s ia  garantita la 3,28, Per 5. detta- 

gli e l e  d imost rae ioni  s i  veda LlJ . 
Volendo riassurnere i vantaggi  d e l  se todo  d i  i n t eg raz ione  

OCI-CN si possono usare t r e  parole:  r a p i d i t h ,  p rec i s ione  

e completezza. La r a p i d i t a  d i  calcolo b dovuta aP1a strul-  

tura t r i d i agona le  del s i s tema r i s o l v e n t e ,  l a  precisione, 

a l  f a t t o  che r i su l t a  del secondo ord ine  nel tempo e d e l  



Y ; l 6 ,  

quarto n e l l o  spazio,  l a  completezza, al f a t t o  che non 80- 

no necessar i  n6 p n t i  f i t t i z i ,  come n e i  metodi c l a s s i c i  

d i  a l t a  approssimazione i l l u s t r ü t i  n e l  par.2, né condizío- 

n i  s p e c i a l i  a l  contorno o r e l az ion i  approssimate di ordine 

p i h  basso, sempre a l  contorno, corne Le 3.5a. 

Aggiungiamo i n f i n e  che poss ib i l e  svi luppase l e  3.7 

per un passo spaz ia l e  h t ra r iab i le ;  il nietodo OCI-CM con- 

serva l a  sua s-trut-tura e validitb, anche se  r i s u l t a  es8e- 

re d e l  t e m o  ordine n e l l '  approssimazione spaziale (cfr [ 11 ) 

E' i n o l t r e  poss ib i l e  es tendere  il metodo OCI-CN a condi- 

zioni a l  contorno p i b g e n e r a l i  d i  que l l e  d i  Di r ich le t :  

i n  particolare i n  L13 si troveranno sv i iupyate  ie formule 

per  il c a s o  d i  condizione a l  contorno d e l  t i p o :  

(3.30) o( &y., + p %= c'eN 

L'ordine d i  approssimazione spaz ia le  r e s t a  i nva r i a to  a l  

4 O  ordine.  



27. 

CAPITOLO 3 O  

11 problema parabolico con il legarne a l  contorno t r a  

gradiente e derivata temporale - 

1, 11 problema i n  Eenerale 

La classe d i  problemi che intendiamo trattare i n  que- 

S t o  c a p i t o l o  b quella d e s c r i t t a  dalle seguenti equazioni: i: ,i 

A queste equazioni va aggiunta, se  p@) + 0 
sione d i  " c o e r e n ~ a " ~  che si deduce da l l e  l e l a , :  l a l b 9  l . íc ,  

p e r  %=O e x=O 

%a condi- 



, 

2. La  soluzione numerica 

L'applicazione del metodo OCI-CN, i l l u s t r a t o  n e l  cap. 

20, a l  problema 1.1, presenta due difficolth: l a  prima b 

data dal la  non forrnulazione del  problema parabolico i n  forma 

d i  Di r ich le t  (manca l a  condizione a l  contarno a s i n i s t r a  

e il dominio non b f i n i t o ) ;  l a  seconda b dovu ta  all 'accop- 

piamento dell 'equazione parabolica con un'equazione diffe- 

reneiale  ordinar ia  d e l  secondo ordine. 

Occupiamoci de l la  prima d l f f i co l lb .  La, nona f in i t ezza  del l 
I 

dominio pub essem r i s o l t a  imponendo che i valor i  che la I 

u e l e  sue derivate s p a z i a l i  assumono all'infinito, siano 

raggiunti  in un Q e r t o  valore X ,  opportunamente sceito. 

Riscrivendo il problema 1.1 i n  forma discret izzata ,  impo- 



e h ii. passo spixziale d i  discret izzazione e d t  quelbo 

temgorale . 
Posto che 

perché x non dipende da1 tempo, possiamo leggere la 2 . l b  

come un'equazione d i f f e renz ia l e  del primo ordine n e l  tem- 

PO, d i  incogni ta  , ciob: 

e si pub pensars d i  i n t e g r a r l a  con un metodo t i p o  Ih;Lnga- 

Hutta ( c f r  C4.J > ?  p e r  ot-tenere ii valore  cercato **% o 

QuesLo approccio,  d i  sé c o r r e t t o ,  non (3 r e a l i z z a b i l e  

n e l  caso l i m i t e  p"Q . Effett ivzmente i n  cjuesto caso la 

2.lb si r idurrebbe a l l a  forma 

per  c u i  si potrebbe appl icare  l ' e s t ens ione  de l  metodo 

OCI-CN d i  c u i  abbiarno accennato a l l a  f ine  d e l  cap. 2 O .  

T u t t ~ v i a ,  pe r  maggiore g e n s r a l i t h  e p e r  evi tare  ampliFi- 

caz ioni  dell'errore ne l  c m o  i n  cui pI\cLi abbiamo pre- 

Ter i to  seguire u n ' a l t r a  procedura pe r  ca lco lare  il valore  



, 

d e l l a  u a l  contorno s i n i s t r o .  

3.  La determinazione d e l  valore  d e l l a  u a l  contorno 

s i n i  s t r o  

La procedura che i l lus t re remo sfrutta i L  fatfo che la  

2, la  per  un valore  f i s sa to  d i  3, pub essere  v i s t a  come 

un'equazione d i f f e renz ia l e  d e l  pr imo ordine n e l  Lempo, 

g r a z i e  a l l a  re lazione 2.2. 

Procedendo con ordine,effet tuiamo una s e r i e  d i  sostilu- 

z i o n i  n e l l e  formule 2,1, 

Scrivendo l a  2.1a per  j=O, abbiauio una espressione d i  

IAM 
$0 

. Sostituendo questa  espressione n e l l a  2 . l b  otteniamo: 

che scriveremo i n  forma compatta: 

do ve 

Introduciamo a questo punto due r e l a z i o n i  approssímate a l  

4 0  ordine,  ca lco la te  mediante l o  sviluppo i n  s e r i e  di 

Tay lo r ,  Esse sono d i  v a l i d i t h  general.@, indipendsntemente 
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dal la  s t r u t t u r a  d e l  problema 2.1. 

Con l e  notazioni usua l i ,  r i s u l t a  

I n  forrna compatta scriveremo: 

( 5 5 % )  u.,, = s - Y**- 

(3.6%) 2 - 6 +o 

o 29 

I 

G -  

dove 

Eliminando o r a  u ~ ~ d a 1 l . a  3.5a e dalla 3.2 ottenlamo: 

Analogamente, eliminando (i,,dalla 3.6a e dal la  3.2 otteniamo: 

-6. 6 . 5 0 )  tA Jcwo - - Z - g J  
l-+ OG a 

La 3.9 s t a b i l i s c e  iiuindi una relazione al ordine tra 

% e % , % r ,  U O , ~ S  , valida owiarnente solamente pero 

problemi d e l  $ipo 2.1, D a 1  metodo OCI-CN conosciamo un@aal- 

t ra  relazione tra i g rad ien t i  e l a  u, sempre al 4 O  ordfne, 
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e che coinvolge s o l t a n t o  t r e  va lo r i  d e i  grivdieriti. 

R ipor t i amo  p e r  comodita l a  3.4a d e l  cap. 2 O :  

Scrivendo l a  3.11 per  j-1 abbiarno: 

Possiamo o r a  e l iminare &fa, d s l l e  

pe r  e s t e s o  S (dalla 3.7) ,  otteniamo 

3*9 e 3.12 e ,  scrivendo 
0 

La 3.13, m i t a  a l l e  3.11 a c r i t t e  p e r  j che v a r i a  da 2 a 

N-1 , conoscendo il va lo re  d i  MaN(che 

d e l l e  2.1d), forma un s is tema l i n e a r e  t r i d i a g o n a l e  d i  ín- 

nullo per l a  seconda 

cogni te  UX. (con j=1 ,N-1 ). 

Per  e s t e s o  scriveremo: 
1 

A & =  up d 
dove 

A =  
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L d =  

- 
E percib p o s s i b i l e ,  conoscendo fl Valor@ u Su G u t t o  

il campo d i  i n t eg raz ione  spaziale,  c a l c o l a r e  il g r a d i e n t e  

d i  u i n  ogni  punto i n t e r n o  a l  dominio, Owiamente, una 

voita r i s o l t o  il sistema 3.14, tramite l a  3.9' &. poss ib i l e  

c a l c o l a r e  anche il va lo re  d i  uk,e,  tramite la 3.10, il va- 

lore d i  %,,, . Sost i tuendo n e l l a  2,la l e  3.9 e 3.10,otteniamo 

che'(1'indice n & la dipezadenza temporale i n  8, z, E, K) 

(3.55) &;[ 2, -&1p., "j 4 "[ 
l a  

/ AA 

che p ih  genericamente s i  pub scrivere, tenendo sempre pre- 

s e n t e  l a  2.2, 

&a 3.1& quiridi un'eguaa%one differenziale del primo or- 

d ine  n e l  tempo, In tegrandola ,  ad  esempio con un metodo t i p o  



Runge-Kutta, n o t o  il membro a destra al ternpot, , s i  pub 

ot tenere  il valore d i  No 

anche da R e R ,  quindi & legata alla 2.16. 11 problema 

del calcolo de l l a  condizione a l  contorno a s i n i s t r a  s i  col+ 

lega a questo punto con quello del l ' in tegraziune de l la  

nirti . I n  e f f e t t i  l a  3.16 dipende 
0 

2.18. 

4. L'integrazione temporale 

Con l e  considerazioni f a t t e  n e l  p a r ,  3 ,  i b  problema 

2.1 i? trasforrnato n e l  seguente problema: 

Con l a  semplice trasforrnaeione d i  va r i ab i l e  V = h, l e  

4.1b e 4 , I c  formano un sistema d i  $re  equaPoni differen- 

z i a l i  o rd inar ie  de l  primo ordine ne l  tempo: 

Dovendo l ' in tegrazione temporale d i  questo siste 

consistente con l ' integrazione temporale della equazione 



parabolica 4.1a, effettuata col metodo OCJ-CN, 

trattare l e  4.2 con un metodo del 2 O  ordlne nel tempo. 

Riportiamo d i  seguito l a  formula di Heun, che 

Runge-Kutta del 2 O  ordine. 

Data una generica equazione differenziale: 

necessario 

del tipo 

la forrmla di Heun la seguente: 

dove l'indice n & la dipendenza temporale (y*= ytb,) ) 

L'estensione a w1 sistema di equazioni e a un numero mag- 

giore di variabili b immediata, 

Nell'applicazione al caso de l l e  4.2 risulta: 

Con le 4.4 lo schema di integrazione del problema 2.1 
i f  .4 
o completo, perch6, una volta ottenuto il valore di M 
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s i  pub r i so lvere  l 'equazione 2.1a a l  tempo tmri(essendo 

n o t i  ormai anche.R,,, e k,t,,+~ ), c o l  metodo OCI-CNe 

Resata da specif icare  come calcolare alcune de l l e  deri- 

vate  temporal$ che appaiono ne l le  4.4. Per c h i a r i r e  questo 

punto esarriiniamo passo per  passo l ' in tegrazione d e l  pro- 

blema 2.1, a p a r t i r e  d a l l ' i s t a n t e  i n i z i a l e .  
0 0  Per t=O sono noti (40, u:,4: dal la  2.1 c ,  u*b 4rt dal la  

F 
(, ,' derivazione spaziale d e l l a  2.lc s tessa ,  e R, VD da l l e  2 . l f .  

Wt,$:t Ue, si possono ri cavare dopo aver derivato spazialmen- 

t e  entrambi i termini d e l l a  2. la;  tenendo presente l a  2,2, 

O 

l a  derivata de l la  2 , l a  r i s u l t a :  

A questo punto si pub r i so lve re  il sistema 4.4 con n=O 

e determinare E,, v, c i o h  i va io r i  al tempo A t  \ 

Otttdnuti quas t i  ultimi e nota l a  condlzione a l  contorno a 

destra  dalla prima de l l e  S . l d ,  s i  pub r i so lve re  l a  2. la  

co l  rnetodo OCI-CN, come & s t a t o  descr i t to  n e l  cape 20.  

Possiamo notare che l 'applicazione del  rnetodo OCI-CN, o me- 

glio de l l a  formula 3.13 de l  cap. 2 0 ,  r ichiede ii calcolo 

preventivo d i  &! ; & pero possibi le  anche per il problema 

2.1 u t i l i z z a r e  la formula 3.27 del cap. 2 O ,  dato che a l  
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tempo t = O  tutte le variabili contenute nell' equazione 2. la 

sono assegnate. 

Calcolata, risolvendo 11 sistema 3.18 del cap.2*, 18 solu- 

zione a *  su tutto il camgo di integrazione, possiamo o t t e -  

nere i corrispondenti valori del gradiente &. trariiite il 
J 

sistema 3.14. 

a 
I 

d 

Possiamo ora procedere a inte,rare per un altro passo Al 

sistema 4.2 per determinare h j  '; . z 

Sono necessari perb, per applicare le 4.4 con n=l, alcuni 

valori non ancora calcolati: 

* v$ si pub ricavare d a l l a  4.2% (essenao n o t i  U2, R,, VL ) 

Per calcolare invece kkIe Utt & necessario prima calcolare 
4 i 

la derivata seconda su tutto il dominio di integrazione. 

PoichB nota la d a l l a  3.10 e la %A,,, dalla tema delle 

2.1d, si pub risolvere il sistema tridiagonale che risulta 

.L 2 

dalla relazione 3.4b del cap.2O, che gui riportiamo: 

Per esteso r i s u l t a :  
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f 
\ i  

c ". 

6 
n 

c UX% = 

no tando  che U X ~ =  O (per l a  2 , l d )  

4. 1. Conoscendo a q u e s t o  punto sia &,, che (Awxs 

l a r e  Kt 

si pub caico- 
4 

2 
dal la  Z . I a ,  tenendo presente  l a  2.2. Risulta 

Analogamente possiamo f a r e  per L46& i' o 

Restano da calcolare k 1 e %*", . Poiché l a  formula d i  Heun 
t*, 

5 d e l  secondo ord ine  e i va lo r i  d i  L l k k I  e U R I  sono m o l t i p l i -  

c a t i  pe r  dk b sufficlente avere ques t i  due vulori con un'up 

j '  
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prossirnazione d e l  ? O  ordine.  La maniera p i h  semplice b 

scrivere : 

A t  
i. e 

LC,* easendo n o t i  sia hki che 

Analoga cosa possiamo f a r e  per L(bk, 

E' p o s s i b í i e  o r a  c a l c o l a r e  dal le  4.4 i valori d i  uJ,kq, vz 
e r i s o l v e r e  d i  conseguenza l a  2.1a a l  tempo t c 2 + h  c o l  

i 

i' 

Questa procedura s i  pub r i p e t e r e  p e r  i p a s s i  successivi. 

Carne abbiamo v i a t o  nel par ,3  d e l  cap. 2 O ,  e p o s s i b i l e  va- 

*fare il passo d i  i n t eg raz ione  ternporale con il metodo 

OCI-CN L t  i n t eg raz ione  temporale delle 2 1 b e 2.1 e, con 

lo sehema i i n o r a  espos to ,  non. c r e a  nessuna d i f f i co i t ; h  aJ1h 

var i az ione  d e l  passo teniporale . 
Per quan-to riguarda l a  s t a b l i i t h  d i  questo schema d í  

d i  i n t e g r a z i o n e ,  u n ' a n a l i s i  a priori non b fac i lmente  rea- 

l í zeab i l e .  Mentre l a  p a r t e  ternporale dell' eyuazíone parabo- 

l i c a  & i n t e g r a t a  da1  metodo OCI-CN i n  modo incondizionatn-  

mente s t a b i l e ,  non a l t r e t t sn - to  s i  pub d i r e  p e r  l ' i n t e g r a z i o -  ' 

ne d e l l e  2 , l b  e 2. le .  11 d i f e t t o  fondamentale d i  ogni me- 

"codo Runge-Kuttn, che & una classe d i  metodi "ad un solo 

passo" e t ' e s p l i c i t i r t ,  b la propagazione d e l l ' e s r o r e  d i  tmn-  



camento loca le  che, t ranne c a s i  p a r t i c o l a r i  p o r t a  sapida- 

mente a l l t i n s t a b i l i t & ,  a meno d i  usare passi  d i  in tegra-  

zione rnolto p i c c o i i  ( e  v a r i a r l o  con c r i t e r i  opportuni du- 

rante ii calcolo) .  4 

In d e f i n i t i v a  l t app l i caz ione  d e l l a  procedura d i  in tegra-  

zione che abbiamo Osposto r ichiede una p a r t i c o l a r e  caute- 

la.  

Nelle prove da noi e f f e t t u a t e  con un problema rnodello, 

come riferiarno n e l  cap. 4 O ,  l D i n t e g r a z i o n e  B s t a b i l e  anche 

f i n o  a 1000 passi  ternporali, pos to  che il rapsorto t r a  il 

passo ternporale e il quadrato d i  quel lo  spaz ia l e  s i a  un 

numero i n f  e r io re  a l 1  uni  t&. 
r 

Per  i L  problema d e l l a  bo l la ,  invece, dopo pochi p u s s i  

s i  manifesta una f o r t e  i n s t a b i l i t h .  Come si _ve&& i n  det- 

t a g l i o  n e l  cap. 5O, la t e r a p i a  d i  ques-ba i n s t a b i l i t h  sta- 

ta una pa rz i a l e  implici t izzazione de l lo  schema d i  integra-  

zione. Un’al ternat iva che eli inini  l ’ i n s t a b i l i t h  potrebbe 

essere l e a ,  pl icazione d i  qualche metodo predictor-corrector  

(Ita p i h  passi“) che, essendo i t e r a t i v o ,  risulta autocomet- 

t ivo.  Poich6 per  innescare un procedimento p r e d h t o r - c o r -  

r e c t o r  necessar io  aver  ca ico la to  con un a l t r o  netodo 

alcuni  passi i n i z i a b i  (uno o pih,  a seconda del l ’ordine d i  

approssimazione d e l  predicto+corrector)  , in generale  si 

i 



p o t r a  sempre usare a questo scopo la formula di 

abbiarío esposto.  

Heun che 



CAPITOLO 40 

11 problema modello:  soluzione analitica e nuuierica 

1. 11 problema rnodello 

AL f i n e  d i  syerimentare l ' e f f i c a c i a  dello scherna di in- 

tegrazione per problemi parabol ic i  eon il legFame_al con- 

torno tra gradiente e d e r i v ü t ~  temporale, illustrato n e l  

cap. 3 0 ,  abbiarao costmmiito un naodello mrttema-tico di cui 

fosse poss ib i l e  determinare i n  [nodo semplice l a  soluzione 

a n a l i t i c a ,  pe r  po te s  confrontare con essa la soluzione 1111- 

merica. 

11 problema rnodello & desc r i t t o  da1-h segueati equazionf : 

Dalle l e l a  e l.lb9 per  %=O e x=Q)  discende l a  condizione 

che, p e r  l a  l . l c ,  diventa:  
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c i o h  

P e r  s empl i c l th  conserveremo l a  forrnulxzione d e l l e  1 a 1 , ri- 
servandoci  d i  irnporre l a  relbzione 1 . 2 ~  quando sia oppor- 

tuno 

La  s t r u t t u r a  del  problema 1 , l  simile a quella d e l  pro- 

blema 1 . l  d e l  cap. 3 O ,  anche se  rnolto semplificata. In 

p a r t i c o l a r e  i n  questo problema modcllo rnanca wi'equa,zione 

corr i spondente  a l l a  1.le d e l  cap. 3 O .  La v a k i d i t h  d i  que- 

Sto riodei.1.o cose t e s t  d i  funzlonanento della schenia d i  in- 

t eg raz ione  p r o p o s t o  n e i  cap. 30  res ta  pero i n v a r i a t a .  In- 

f a t t i  c ih  che c a r a t t s r i z z a  i1. ntetodo da n o i  $reposto 

s o p r a t t u t t o  3 1  modo d i  - ia t i l izzare  L'inforrnazione provenien- 

te dalla 1 , l B  d e l  cap. 3 ,  corr ispondente  a l l a  I a l b  d i  questo 

c a p i t o l o ,  L'equazione d i f fErenZia l e  o r d i n a r i a  d e l  secondo 

ord ine  ?.le d e l  cap. 30 viene  i n f a t t i  zPisol4-a can l a  for- 

mula d i  Heun senza alcuna modifica,  p e r  c u i  non & essenzia- 

l e  p.rovare che essa venga i n t e g r a t n  cor re t tamente ,  potendo 

esser cer4if che valgono i. criteri d i  s - b a b i l i t h  p r s p r i  d s i  

rnetodi Eunge-Kutta (di cui Heun $'a parte) .  

I n  particolare con ques to  problema rriodello s i  sperirnenta 

l a  v a l i d i t h  d e l l e  due r e l a z i o n i  3.5 e 3 . 6  d e l  cap. 30 tra 

i1. gradiente e l a  de r iva t a  seconda. I 
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2. La soluzione a n a l i t i c a  de l  problema raodeilo 

Per determinare l a  saluzione del problema 1 . l  s i  f a  USO 

da CUI, p e r  l e  2.2 e la l e l c  r i s u l t n  

La so luz ione  d e l l a  2.4, che b un'equazione hi: Oerenzinle 

l i n e a r e  non oinogenea de l  seconda ord ine  inz o E? del t i p o :  

dove i primi due addendi  sono l'integrals generale d e l l a  

eyuizzione ornogenea e ii t e r z o  E un integrale particolare. 

Per l a  prima del le  1 . I d  e la 2,2c si h8 @he u 

quindi s e  vogliarno clie valga l a  2.5, il coeff ic iente  

/L 

9 
0 



dbve essere  nullo.  Ii c o e P f i c i e n t e 8  si c a l c a l a  s o s t i t u e n d o  

l ' i n t e g r a l e  particolare nella equazione 2.4, Si ha: 

da cui  r i su l ta :  

.-A--- 
@-?) &-= +J)p 

Der calcolare  il c o e f f i c i e n t e  si utilizza ia 1,lb P 
t rasformandone entrambi i terrnini , S i  o-ttiene che 

Sostitu.endo nelia 2 . 8 ~  la 2.5, si pub determinape /3 

L ' a n t i t r a s f o m a t ü  d e l l a  2.10, come s i  deduce d a l l e  tavole 

del1.e trasformate inverse di Laplace [.] & 
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3 ,  La soluzione numerica d e l  problema modello 

A l  f i n e  d i  a p p l i c a r e  a l  problema 1.1 l a  pr cedura d i  

i n t eg raz ione  d e s c r i t t a  n e l  cap. 30 & n e c e s s a r i o  modificase 

l a  1 . I d  p e r  p o t e r  i n t e g r a s e  l a  1 . la  su un domiraia f i n i t o ,  

Imponiamo, come g i h  visto n e l  cap. 3 0 :  

dove XN & l ' e s t r emo  s u p e r i o r e  d i  i n t eg raz ione  s p a z i a l e .  

Supporreino che i pas. . i  d i  d i s c r e t i z z a z i o n e  spaz ia le  e tern- 

p o r a l e  s i a n o  CoS-tanti, p e r  cui il problema 1.1 s i  pub s c r i -  

ve re  in forma d i s c r e t i z z a t a :  

dove, come d i  consueto,  s i  i nd ica to :  

11 problema 3.2 si p r e s e n t a  n e l l a  forma del problema 2.1 

del cap. 3 0 ,  anche se notevolmente seíriplificalo 

11 problema fondamentale debla  assenza d e i l a  condizione 

a l  contorno a s i n i s t r a  & p r e s e n t e  anche i n  ques to  problema. 

Possiariio yu indi  seguire l a  stessa yrocedura i n d i c a t a  ael 



par. 3 d e l  cap. 30. 

I La, 3.2 d e l  cap. 30 i n  ques to  caso, come s i  riqava dalle 

3.2a e 3.2b, diventa:  

($34) [ALo '=L - z 
ehe, p e r  analogia  col cap. 3 0 ,  scrivererno 

($3 h )  :: E 
dove E =  = -4 
Riportando la 3.6  d e l  cap, 3 9  

2 R  

che si pub  sc r ive re  in forincl abb rev ia t a  

Eliminando dalle 3.3b e 3 . 4b otteniauio 

A 
Sos t i tuendo  l a  3.5 n e l l a  3.2a otteniamo, p e s  x 4  

La 3 .6  un"quazione differerlziale o r d i n a r i a  del primo or-  

diae mel temgo, e p u b  essere r i s o l t a  con l a  forriiula d i  Heun 

(4.3 d e l  cap. 3 O )  in m d o  da o t t e n e r e  b l  valore d i  *iI+ i , 



n o t i  i valor i  necoasari a i  tempo kh . 
Esp l l c i t ando  2" e scrivendo la fornula di Heun per  l a  3.6 

otteniarno 

Esaminiamo una per una le variabil i .  p r e s e n t i  n e l  secogdo 

meriibro d e l l a  3.70 

&*,a: e U2* sono ovvizinente note,  perché si suppone giB 

r i so l t a  a l  tempo k% itequazione 3.2a ( a l  tempo t, la so- 

luzione B nota per La 3 - 2 ~ ) ~  

Per il calcolo di M ~ A  e 

t e  n e l ,  cap. 3 0  (par. 31, che qui ripetiamo,. 

Riportiarrio La 3,5 d e l  cap. 30: 

r(r *v( 

valgono l e  cons ide raz ion i  fat- 
- 

Eliminando M%a, dalla 3.8 e dalla 3.3b ottenianio 

La 3.9 b una r e l a z i o n e  tra &, *uw, e u.2 e pub quindi  es'- 

sere accoppia ta  aiia j912 tiel cap. 30 p e r  eliminare e 



Riportando l a  3.12 d e l  cal;. 3 O  

e s o s t i t u e n d o  l a  3.9 nella 3,lO otteniarno 

per j che va r i a  da 1 a N-1, fozma un sistema t r i d i a g o n a b e  

RisolLo q u e s t o  sistema, si conoscono 1. due v a l o r i  c e r c a t i  
4 u <Zi eu;. 

Per  determinare U,* si pub utilizzare la 3 , 6  conoscelado % 

3 m 
Per de te rmina re  invece ktg e Uq , e necessario previamente 

calcolare  l e  derividte s p a z i a l $  Seconde su - tu%to il domi.nio 

a l  ternpo t4 . Con ragionarcienti analbghi a queili per  i.1 cal- 

c o l o  d e l  gradiante e come i l lustrs. to n e l  caso generale nel 

par ,  4 del cap. 3 0 ,  sfrri-ttando al. valore no to  di 4:xo 

( c a l c o l a t o  dalla 3 . ~ ~  conoscendo N< e N~~ ), s i  o t t i e n e  il 

sistema t r id i agona le  4.7 d e l  cap. 3 0 .  

.r( 
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y\ m 

Risol to  il sistema, con i valori .  r i s u l t a n t i  (4. e Y*kZ t 

- .  
t ramite  la 3.2a, 5 p o s s i h i l e  r i cava re  L(ts e u~: in que- 

s-to modo 

M 4. 

Restano ancora i g n o t i  neI. la 3.7 di, e Litq2 e 

E s s l  possono essere c a l c o l a t i  con uri approssimazione d e l  

1 o ordine,  peich6 n e l l a  %or*rnula d i  Heun (che ha er rore  

queste  

@'4 a) 

- 6 )  

r e l a z i o r i i  

AI tempo t, ovviamente non s i  possona calcolare le 3.14 .  

Tuttavia  l a  3 . 2a, oppprtmamente nianipolata puh f o r n i r c i  

O o 
i v a l o r i  Ytx,e c e r c a t i ,  

Derivando snispetto a x l a  3,2a otteniarno 

che n e i  cas i  j=l e j=2  o p e r  n=O diventa  

i3a Uahkh. & nota  per ogni J ,  perch6 pu0 essere ricavata de- 

rivando tre w o l t e  r i s p e t t o  a x l a  3.26. Risulta quindi 
J 



Abbiamo v i s to ,  i n  conclusione,  come s l a  possibile applica- 

re successivamente l a  3.7 a p a r t i r e  da 'h=O fermo restando 

che dopo aver ca lco la to  II generico x, 
equazione 3,2a c o l  irletodo OCI-CN esattamente come d e s c r i t t o  , 

n e l  cap. 2*, per o t tenere  la soluzior ie  ti su t i x l t o  ib do- 

minio. 

Y t  5. si risolva l a  

mi.& 

4 



_l_programma d i  ca lco lo  %ter il prohlema modello, Confronto 
"0 

t r a  r i s u l t a t i  a n a l i t i c i  e nurnerici 

1, - moaeiio 

\ 
L9 applicaziome concreta d e l l o  sehema d i  i n t e g r a z i o n e  

per  il problema modella, d e s c r i t t o  n e l  par, 3 d e l  

s ta ta  da noi  e f f e t t u a t a  scrlverzdo un programa  d i  calco- 

l o  in liriguaggio For t r an  IV ed eseglliendolo sul18elaboratore 

e l e t t r o n i c o  Univac 7 100/80 d e l  CILEA, 

Descriveremo ora  per  Liornmi c a p i  t a l e  programma d i  cal-  

c o l o ,  soffermandoci sugli aspe t t i  pi& s i g n i f i c a t i v i .  

Rimandiamo a i  cormienti d e l  proeramrna p r l n c i y a l e  (MAIR 1 

p e r  quanto riguarda il s i g n i f i c a t o  delle s ra r i ab i l i .  

Esaminiacio inn .ana i tu t to  il MAIN La prima operazione 

& l a  chiarnata d e l  sottoprogsamma LEGGI, che fornisce, net- 

t e n d o l i  i n  a r e a  d i  "comrnon@~, i dati d i  ingressor 3eggt.e il 

ca lco lo  d e i  pasai t e q o r a . l i  e s p a z l a k i ,  sulba base d e l  nu- 

mero s i l  p u n t i  dell'asse s p a x i a l e  e ¿iellsasse .t;enzpornle e 

dei val.ori m ü s s i m i  d i  i n t eg raz ione  spuziale  e teaporale 

Segue l a  chianiata di S T E A ,  che produce il tabulato con 

i d a t i  f n i z i a l i .  Le cond iz ion i  i n i z i u l i ,  c f o h  l a  ".t;empera- 



53 

tura" (cosi viene chiamata ne l  programnia l a  3*2b d e l  cap, 4.0 

da to  c.he l a  1 . la  del. ~ a p . 4 ~  & un'equazione d e l  calore uni- 

dircensionale) al tempo %=O, vengono assegnate n e l l ' i s t r u -  

zione 54 i n  base alla 3.20 del  cap. 4 0 e  Le condizionk a l  

contorno 3 @ 2 d  vengono successivamente asaegnate, assegnan- 

do a l  ve t tore  UX anche i va lo r i  desunti dalla derivazione 

de l l a  3,2c, 1 valor i  UXIP e U X D  sono p o s t i  a zero per co- 

modita ,  anche se  verranno u t i l i z z a t i  8010 i n  SISTm, 

La atampa de l l a  soluzlone a l  tenipo t - Q  6 preceduta da un 

opportuno t r a s f e s i m e n t o  d i  var labi le  (perché UT$ non in 

comtnon e non potrebbe essere  t r a s f e r i t a  a S T W A ) .  

La chiamata d i  GZERO calcula  i1. valore d i  Gj 

l a  3.2'9 del  cap. 20, La successiva chiamata de l  sottoprogram- 

ma SISTRE produce i r i  u s c i t  il valore d e l l a  "temperatura 

alla superficie" ( c i o h  3.7 del  cap. a l  tempo TI.=D!J2. 

Dalla i s t m s i o n e  89 a l l a  127 c l &  il c ic lo  Pondamentale d i  

calcolo d e l l a  so luz ione ,  Avendo ottenuto con la  86 (da 

L 
S1ST.R.E) il vülore d i  a; si  pub r i so lve re  l'equazione 

3.2a con il sot toprogramm CALORE, che cosl fornfsce La 

temperatura su L-utto i k  doniinio a l  tempo T=DT, Segue, con 

l a  chiamata d i  TGRA.D, il calcolo de l  gradiente a l l a  super- 

f i c i e ,  ci& 3.9 del cap.qlO. Prinia d i  stanipare il r i s u l t a t o  

d i  queste due elaborazioni (CALORE e TGRAD) s i  procede a 

O 
desunto dal-  



RipsrLando l a  3,12 d e l  cap. 3 O  

e sostituendo la 3.9 nc l l a .  3,10 otteniamo 

per j che var ia  da 1 a N-1, forma un slsteiua t r i d i a g o n a l e  

che ha l a  struttura rappresentata n e l l e  3.14 d e l  cap. 3 0 ,  

dove xsoe Ca,=o o 

R i s o l - t o  questo sisterm, si conoscono i. due v a l o r i  ce rca t i  

P e r  determinare k* si pub utilizzare l a  3.6 conoscendo % 

rl 
Per determiniare invece hts e y4 , B necessar io  p r e v i a m e n t e  

ca lco lare  l e  derivclte s p a z i a l i  séconde su tu-tto il dominio 

a l  tempo t4 Con ragimarcienti analbghi a queiii per i~ cai- 

c o l o  d e l  gradiente e come i l lustra- to  n e l  caso generale n e l  

par., 4 d e l  cap.’, 3 O ,  s f r u t t a n d o  il. vahore noto  di kxk0 m 

( ca l co la to  ciaiia 3,5, conoseendo ~i: e I s  si o t t i e n e  il L 

sistema t r i d i a g o n a l e  4.7 d e l  cap. 30.  



m r\ 

e Y*** ? Risol to  il sistenta, con i valori r i s u l t a n t i  @ 

trainite l a  3.2a, C p o s s i b i l e  ricavare at- e Ub,* in que- 

st-o modo 

y% 
m 

M na 

& y 2  e 
Restano ancora i g n o t i  nei . la 3.7 df e cd 

E s s i  possono essere c a l c o l a t i  con un 'appross imzione  d e l  
i% 

l o  ordine, perché ne l l a  formula d i  Heun (che ha e r ro re  

~ [ ~ t g )  sono molt ipl icat i  per  atj'. Possiamo perc ib  usare 

ques ts  relaziorii  

~1 tempo t, ovviamente non si pOSSOnQ calcolare le 3 .14 .  

Tuttavia la 3 . 2a, oppprtanarnente nianipoiata pub i o r n i r c i  

i va lo r i  Ytx,e L $ ~ ~  ce rca t i  o 

Derivando r i s p e t t o  a x la 3.2a ot-teniauo 

0 O 

che n e i  casi j=l e j==2 per  n=O diventa 

l\ja Ukah. & n o t a  per  ogni j, perch6 pu0 essere r icava ta  de- 

rivando t r e  vol te  k s p e t t o  a x la  3 ,2cr  Risulta quindi  
3 



Abbiamo vis to ,  i n  conclusione, come si8 p o s s i b i l e  applica- 

re successivamentc la 3.7 a partire da  n = O  fe rmo res tando 

che dopo aver c a l c o l a t o  il generico ¿c, 

equazione 3.2a c o l  irhetodo OCI-CN esattamente come d e s c r i t t o  

nel cap. 2 O ,  per o t t e n e r e  la s o l u z i m e  ti su t r n l t o  il do- 

minio. 

.r*l 
si risolva la 

m t i  



CAPITOLO 5" 

IL programma d i  ca l co lo  per il problema modello. Confronto 

- .  t r a  r i s u l t a t i  a n a l i t i c i  e numericl 

l e  rnodello 

\ 
Lq appl ieaz ione  conc re t a  d e l l o  schema d i  i n t e g r a z i o n e  

p e r  il problema model lo ,  descx-itto n e l  p a r ,  3 d e l  ~ a p . 4 0 ~  

k s t a t a  da noi  e f f e t t u a t a  scrivendo un progrrwnma di calco- 

l o  i n  l inguaggio Por t ran  I V  ed eseguendolo s u l l @ e l a b o r a t o r e  

e l e t t r o n i c o  Univac 1100/80 d e l  CILEA, 

Descrivereno o r a  p e r  sornrni cap i  t a l e  programma d i  cal- 

c o l o ,  soffermandoci sugli aspe t t i  piU s i g n i f i c a t i v i .  

Rimandiamo a i  cormienti d e l  proeramma p r i n c i y a l e  (AUIN 1 

p e r  quan-to r iguarda  il s i g n i f i c a t o  de l l e  vamiabi l i .  

Esaminiamo i n n a n z i t u t t o  il UIM La, prima operazione 

b l a  chiamata d e l  sottoprsgsanuna LEGGI, che f o r n l s c e ,  rm?-b- 

t e n d o l i  i n  ama d i  ttcomrnon8@, i d a t i  d i  i ng resao ,  Seguo fl 

c a l c o l o  d e i  pasai t e , iLpora l i  e s p a z i a l i ,  sul la  base d e l  nu- 

mero d i  pun t i  de l l ' asse  spaz ia l e  e dellsas#e -bem-pow,ale e 

d e i  valori massirni di i n t e g r a z i o n e  s p u z i a l e  e ternposale. 

Segue l a  chiamata di STAMPA, che produce il tabulato con 

i d a t i  i n i z i a l i .  Le cond iz ion i  i n i z l a l i ,  c i o &  l a  tttempera- 



turat t  (cosl  viene chianiata n e l  pragramma l a  3,2b d e i  cap. 40 

d a t o  che l a  1 . la del ~ a p . 4 ~  5 un* equazione d e l  calore  un$- 

dimensionaie) al tempo t = O ,  vengono assegnate nell'istrm- 

ziome 54 in base a l l a  3.20 de l  cap, 40, Le condizionk a l  

contorno 3 * 2 d  vengono successivarnente assegnate, assegnaa- 

do al vet tore  UX anche k v a l o r i  desunli d a l l a  derivaeione 

debla 3,2c, 1 valor i  UXlP e UX2P sono p o s t i  a zero  pe r  co- 

mod i t a ,  nnche se verranno u t i l i z z a t i  s o l o  f n  SISTRE, 

La stampa de l la  soluzione a l  tenipo t=Q 5 preceduta da un 

opportuno trasferirnento di variahile (perché UTjd non 6 in 

common e non potrebbe easere t r t i s fe r i tu  a STANIPA). 

La chfarriata di GZERO calcula 11.. valore  d i  G: , deaunto dal-  

l a  3.23 del  cap. 26, La successiva chiamata de l  sottoprograrn- 

rna SISTRE produce i r i  urrcita il valore de l l a  "temperatura 

a l l a  superficie" ( c i o e  3.3 del cap. 4 0 l 9  al tempo oE=M', 

Dalla i s t rus ione  89 a l l a  127 c ' &  il c i c l o  fondamentale d i  

culco1.o del la  soluziane, Aven.do ottenuto con la  86 (da 
i 

SIST.KE> il valore d i  a; si pub risolvere l'equazione 

3.2a con il sottoprogramma CALORE, che casi fornisce %a 

temperatura su tutto i k  doniin9o al. tempo T=BT, Segue, con 

l a  chiarnala d i  ZIGRAD, il calcolo del  gradiente a l l a  super- 

f i c i e ,  c i o e  3.9 del ~ a p . 4 ~ .  Prima d i  stampare il r i s u l t a t o  

d i  queste due e l a b o r a z i o n i  (CALORE e TGRAD) s i  procede a 



ca lco lare ,  mediante il sottoprogramma SOLMOD, l a  tempera- 

tura s u p e r f i c i a l e  e il gradiente  superficiale analitici, 
4 

per  po te r  stampare anche g l i  errori r e l a t i v i  d e f i n i t i  cosi 

Ogni 20 passi temporali vangono stampati solamente alcuni 

va lor i  c a l c o l a t i ,  Per  determinat i  valosi d i  NI1 viene pro- 

d o t t a  una starnpa completa d e l l a  temperatura su tutto il 

dominio, a t t raverso un'oppartuna chiamata d e l  sottoprogram- 

Segue il cabcolo ,  t rami te  La formula r i c o r s i v a  3.24 d e l  

cap. 2*,  d e l  ve t to re  G. 

A questo punto 6 p o s s i b i l e  ca lco lare  il va lo re  d e l l a  tempe- 

ratura s u p e r f i c i a l e  a l  tenipo T d x D T ,  chiamando SISTRE, 

11 ciclo r i t -orna  a l  punto i n i z i a l e  e c a l c o l a  con CALORE 

l a  tewiperatuura su tutt-o il dominio a l  terirp~o T==2xIB! e c o s i  

via f ino  a che il numero de i  passi temporal i  non raggiunga 

il valore  massinio KT. 

Esaminiamo ora il sottoprogramma LEGGI. E s s o  s t m t t u r a l o  

per po te r  far funzionare il programma da terminale  conver- 

saz iona le ,  per  cui prima d e l l a  lettura de i  datf di ingresso,  

chiede, stampando una ase opportuna, il valore d a  Pnser l reo  

13. formato di lettura b l ibero .  Faccianio notare che ZDAT, 



t u t t o  il dominio d i  integrazione, se con d.^ l e  formule del. 

55.  

aiob 2 nelXa relazione t r a  gradiente e der ivata  temporale, 

in r ea l%& vincolata dalla 11',2c d e l  cap. 4@ a i  va lor i  d i  

BDAT e DDAT, per  cui la SUR l e t t u r a  potrebbe essere s o s t i -  

t u i t a  da un. assegnamsnto d i r e t to ,  

Seaendo l ' o rd ine  d i  chiama-ta n e l  &IAIN, esarniniarno il pro- 

grama d i  STATdPA, A seconda de l  parametro IST, esso produce 

un tabülato diverso; facciamo solamente notare che da esso 

viene chiamato SOWOD, al f i n e  d i  ca lco lare  e stampare g l i  

errori r e l a t i v i  della so luz ione ,  d e f i n i t l  come Fopra. 

11 sottoprogramma SOLMOD calcola ,  a r i c h l e s t a ,  La soluzione 

a n a l i t i c a  d e l  problema o l e  sue due der ivate  s p a z i a l i  o l a  

derivata teriporale Nel prograrma qui mostrato non vengono 

mai u t i l i z z a t e  l e  formule d e l l a  der ivata  seconda e d i  que l la  

temporale che sono pero  s e r v i t e  i n  fase  di mesaa a punto, 

GZERO ??. il sottoprogramache cálcola  il vet tore  G a l  terapo 

T=Q, La sua sdxuttura b semplicissima. 

SISTRE 6 il sottoprograuma che realizzia, L'integrazione tem- 

porale d i  Meun, data da l la  3 .7  del  cap. 40. D a  esso par te  

l a  chiamata d i  DERSEC che calcola l a  der ivata  seconda su  

par. 4 d e l  caj). 3?, Unica cosa degna d i  segnalazione k n  

SISTRE & il salvataggio d e i  va lo r i  UX(1) e raX(2) che sero 

v o n o p r p o t e r  applicare l e  3.14 d e l  cap. $ 0 .  



11 sottoprogramma CALORE 13 invece adibito alla risoluzione 

dell'equazione parabolica, una voita che siano note le con- 

dizioni al contorno. Da essr> vengono chiamati QR e SOLTRI. 

Esseneialmerite CALORE sisolve il sistema 3.15 del cap. 20. 

QR CalCQlEa i coefficienti 3.7 del cap. 2 0 ,  mentre SQZIRI 

r isolve il sistema tridiagonale risultante. L'algoritmo 

adopexato $n SOLTRI b uno classico preso dalla letteratura 

123 , che risolve siatemi di ordine da 2x2 a NPII'HPIT. 

Poich6 in tiadrti i sottoprogrammi abbiarno imposto come 

massima dirnensiane dei vettori 1010, SOLTRI pub in concre- 

to risolvere sistemi f i n o  a 7010x1010, Chiaramente n e l  

sottoprograrnma QR devono essere c a l c o l a t i  i valori d e l  

coefficienti dellDequazione parabolica, il che E stato 

realizzato, p e r  esigenze di fLessibiZiLh del programma, 

con due sottoprogTammi ALE'A. e BBTA che danno il valore 

rispettivamente de i  coef f ic%ent i  delle deriva%@ aeconda 

e prima, In queis-to caso ALPA produce 11 valore costante 

DDAT e mTA il valore $. 

11 sottoprogramma TGRAD B analogo a DERSEC, calcolando 

perb Irz desivata prima su t u t t o  il campo di inlegrazione 

senza conoscere il gradiente al contorno 91nistro. In 

pratica applica le formule 3.11 e 3.12 del cap. 40. 

Alleghiamo qui di seguito f t a b u l a t i  del U I N  e di tutti i 

sot toprogrammi che coagongono il programma . 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
111 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
13 
20 
71 

23 
24 
25 
26 
2, 
28 
2 3  
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
35 
" c i  

42 
43  
4 4 
4s  
46 
47 
4s 
43 
SO 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 

' %  58 
59 
G l r  
62 
E2 
63 
E4 

. A  

-9 

. L  

c 
c 
c 
c 
c 
C 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
G 
c 
c 
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MAlffu PER i L  BROéILERA FlODELLO 

DH = PCISSO DE D ~ ~ ~ R ~ T I 2 ~ ~ ~ E ~ ~ E  SPA2IAl.E * QUTBUT 
D T =  PASSO DE DISCRET&ZZAZIOHE TEMPORALE * BUTPUT 

K T  = N .  P U N T I  DELL'ASSE TEHPORALE ( 7 - 0  EQUIVALE Fa K T = 1 3  * INPUT 
SN = MhSSjlflO VALORE Q i  H ( S U S T I T U I S C E  H=ENFiNETO)  * I N P U T  < c. 

S T  = flASSEflQ VALORE D I  T * INPUT 
HT = L I Y E L L O  D I  TEFlPO (DCI I A K T )  T-0 EQUIVALE A M T = l  * 
T8üAT = TEHPERATURA I N X Z i A L E  SU TUTTO LO S P t I Z I 8  E ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ' ~ U ~ A  

Z D A T  = COSTANTE WELLQ RELCSZIONE TRA GRADIENTE E D E R E V A T A  

DDAT = COSTANTE D I  D I F F U S I V I T A '  * INPUT 

&I w# * ~ ~ ~ ~ E N ü ~ * ~  ó ~ t r l t  

K H  = N .  PWEITI D E L L ~ ~ ~ E  S F A Z ~ A L E  ( M = Q  E Q r J r v A u +  A K M = I >  $: INPUT 

Iawu = CBSTANTE D r  SHOFQMENTO DELLA ~~~~~~~~~~ H N I Z I A L E  * INPUT 

A L L ' I N F I N I T Q  A BUALSEí#C?I TEHPO * INPUT 

TEISPQRALE GLLA S U P E R F I C I E  * INPUT 



O J  

64 
67 
6% 
69 
717 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
'30 
'3 I 
92 
93 
34 
95 
9 6 
37 
98 
49 

1 o0 
1 0% 
1 o2 
i o3 
1 o+ 
1 o5 
106 
1 o7 
i O8 
109 
110 
111 
112 
113 
a 14 
115 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
122 
1 23 
124 
125 
126 
127 
f 28 
L 29 

2 



-- 

d 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
66 
l ?  
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
54 
35 
36 
37 
38 
39 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
1s 
16 
17 
18 
119 
20 

c 
8 88 

1' 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 9  
1 O0 * 

55 



- 

1 
2 
3 
4 
3 
6 
7 
8 
9 

10 
i l  
12 
13 
14 
15 
i 6  
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
2 1  
2% 
29 
30 
21 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51  
52 
53 
54 
5s 
56, 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 

60.  
QUESTO S ~ T ~ ~ P ~ O G ~ ~ M ~ ~  MANDA áN STAPIPA DATI E R I S U L T A T I  
1" DIPEPIBEHZA DAL VALORE DI I S T  
I S T  = 1 CTARPA I D A T I  DI INGRESSO 
I S T  = 2 STAHPCI tC1 ~ ~ L ~ % ~ ~ ~ ~  DEL PROBLEHCi 
I S T  =: 3 STAMPgS 1 D A T I  DEL FROBLEMCI NODELLO 
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SUBROUTINE BETA( D I H ,  R , B I J )  

BY=O 

C C Q L C O t A  IL COEFFICIEHTE QELLA QERIY lSTA PRXBlA HELLA EQUAZIONE 
C D E L  CALORE PER I t  PRQBLEHA f fDDELLO 

R E T U R N  
E NO 
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SUBROUT IN E TGRC\D( G R T i  UT J 00, U T K H  , C I  R I  N rb Iff 1 
VERSIONE PER IL PROELERA MQDELLO 
QUESTO ~ O ~ ~ O F R ~ ~ R A ~ ~ ~  CCSLCOLil IL VALORE D E L  í ;RADIEI.ITE DELLA 
TEHPERBTURA qCLA S U P E R F I C I E  BELLA LASTRA, PER XL ~ ~ ~ ~ C E ~ F s  MUDELLC 
AL LEVELLO N T  
DO 0IhGONAl.E PRINCEPCbLE 
Dfr = OiAGONrSLE I N F E R i O R E  
DP = OXACONFsLE SUPEREORE 
TEA- YETTOQiRE DEI TEREfINE H Q T E  

* 
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2, Confronto t r a  r i s u l t a t i  a n a l i t i c i  e numerici - 
Le prove numeriche da noi  eff'ettuatk p e r  la r i so luz ione  

d e l  problema modello c o l  programa d i  e a l c o l o  d e l  par, 1 

sono r i a saun te  riella tab. 1 ,  allegata yui  d i  segui-bo, 

11 s i g n i f i c a t o  d e i  s imbobi  3i riportati il seguente: 

R & il valore  che appare n e l l a  ?:le d e l  cap. 4 O ,  D 

quello d e l l a  1 .la d e l  cap. 3 O ,  DH & il passo d i  in tegra-  

zione s p a z i a l e ,  DT Al passo d i  in tegraz ione  teniporale, 

(come n e l  yar. 3 d e l  cap, 201, 
2 

l'errore r e l a t i v o  d e f i n i t o  i n  yuesto rriodo f ;  2 

mentre fxa b il corr ispondente  e r rore  r e l a t i v o  d e l  gradiente 

)I z E: 83 
* z - *bqyz4 -ro 

M u;y "&Po 

In t u t t i  i cas i  abbiamo w s a t a  un r e t i c o l o  si..aeiale d i  i n t e -  

grazione coriq~oato d a  '101 n o d i 9  il che s i g n i f i c a  che l ' e s t s e -  

mo superiore d i  integrazione & 10, quando DH = 10- 1 , raentre 

2 valle 1 quando BE =I 10- u 1[l numero di passi temporali e 

P'estrerno suye r io re  d i  in tegraz ione  variano a seconda del 

valore  d i  DZ' che s i  & vo lu to  ot%enere.  Ne l l a  t abe l l a  1 

figurano solamente c a s i  con 100 o 1000 yassi temporali. 

Dall'esarne d e l l a  t-abella 1 s i  pub irnmediatamente ver i f i -  

care ( c a s i  1, 4, 5) come un e ieva to  valore di 4 -causi 
una precoco i n s t a b i l i t h .  Se ne pub dedurre che il valore 



d i  .\ deve essere  inferiore a l l ' u n i t f s .  AnaJ.oga conczui. 

sione pub essere dedot-ta pe r  ci1ti-a v i a  no tando  che il me- 

todo  OCL-CN & del. secondo o r d i n e  nel. t e q o  e del yuariio 

n e l l o  spaz io ,  s e r  cui affincht5 1' e3.Xrox-e s i  propraghi, t iel la 

parte ssaz ia le  e i n  quelL~:  ternporale, appr0a;siinatjvü:iiente 

n e l i o  s t e s s o  nodo, il p s s o  t-eiap0ral.e deve essere carca 

aue . o r d i n i  d i  Jrsridezza piU p icco l s  d i  l ~ e l l o  spaz ia le .  

1 c a ~ i  3 ,  7, 9, 11 ne sono una conferma. 11 caso 6 da un 

certl j  punto d i  vista 

f3 5, e La d i f fe renza  d i  o r d i n e  d i  grandezza d e i  pass i  

spaz ia le  e teerfiporale 1. TUt-ttavia alerrore al 1000 passo 

(cioE Ger T = 0 , I )  & i d e n t i i c o  a queL1o ottenuto C Q ~  un 

passo teiq,.,rale d i  un  o r d i n e  di. grundezza piU picccslo, 

a l  10Q00 passo ( e l &  sernpre pe r  T =0,1), 

Non basta pe ro  f a re  considerazioni  sul. rripporto f r a  i pasui  

t e m p o r a l i  pe r  e s se re  sicuri d e l l a  s t , :bi l i t& de l l - ' in tegra-  

ziane.  E' necessar io  t e n e r  con to  anche dei 2arametsi B e D. 

Nel. caso 8 e s s i  vaLgono 5 e i passi  d i  integrazione sono 

DH = 10- 

un'eccezione: il su0 valore  d i  x 

e DT = 16-' Nonostante che .'i sia minore d i  1, '1 

l'errore d e l l a  soluzione b grande sin da1 primo passo. 11 

motivo & che con un gradien te  cosi  uleva-bo a l l a  superficie 

ii passo s p a z i a l e  t r o p p o  p i c c o l o  p e r  un ' in tegraz ione  spa- 

z i a l e  accurata. Control-rova & il caso 10, dove g l i  s-tessi 
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va lo r i  DH e DT del. caso 8 danno un andainento d e l l ' e r r o r e  

estremamente pos i t ivo ,  CiL perch6 i n  questo caso 10 il. 
,Bk f S Z N  

gradiente(che,ricordiamo, B -8 ) e pi*cRoolo. 

Nel  caso 8, g l i  e l e v a t i  va lo r i  d i  B e D provocano un auinen- 

t o  eccessivo de l  va lore  d e l l a  soluzione che supera9 prima 

d i  raggiungere il l Q O o  p a 6 ~ 0 ,  La prec is iune  d i  rriacc!iina 
i.25 

( r i s u l t a  i n f a t t i ,  per  T = " I e  H = O, k z  ) *  
.&o00 

B a l  confronto degi i  t!?' d e l  caso 10 e degl i  6 de l  caso 

11, c i o b  per  entrambi a 2' = 3 ,  sembra che non si  otteiiga 

un vantaggio d a l l a  r iduz ione  d e l  passo t e i i p d a l e  e spaz ia le ,  

conservando l o  s l e s s o  vccilore di 4 Lo s t e s s o  avviene 

Lunith d i  r i d u r r e  il passo t enpora l e  e aumentare perc ib  fl 

il riurne1.0 d i  passi per  raggiungere 10 s t e s s o  terripo T,  perché 

non Z det to  che c i b  r i s u l - t i  conveniente, non s o l o  ai fini 

de l  t e q o  d i  ca l co lo  ma anche de l la  precisione, 
U 

La piU inpor tan te  deduzione che si  pub fare leggendo la 

eabella 1 der iva  da1 confronto t r a  g l i  e,, e g l i  <o. a 

m 

La l o r o  sos t anz ia l e  uguaglianza, o l a  predotnirianza ü l t e r n a f a  

( ma sempre con d i f i e r enze  d i  un s o l a  ord ine  d i  grandezza), 

d i m o s t r a  che l o  sckiema d i  in tegraz ione  tcrnpierrale d e l l a  

%elazione tra gradien te  e derivata terriporale alla superficie, 
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c ioh  il calcolo d e l  v a l o r e  6&, & e f f e t t u a t o  con 10 s t e s s o  

ord ine  d i  a;lprossiinazione d i  a,, . Ma yuest ' iu l ' t i rno,  essen- 

dt$ un punto  i n t e r n o  a l  dominio ,  non r i s e n t e  molto de l l e  

cond iz ion i  a l  contorno,  per  c u i  s i  pub ragionevo1;nente sti- 

mare che l a  propagazlone Ciel suo e r r o r e  r e l a t i v a  ¿?,o s i a  

d o v u t s  e s senz ia lmen te  all' i n t e g r a z i o n e  temporale p r o p i a  

d e l  rrietodo OCI-CN, c i o h  a l  Crank-Nicolson, che & una ap- 

grass imazivne  d e l  secondo o r d i n e ,  

Abbiamo c o s i  m s - t r a t o ,  come era negl i  i n t e n t i  d i  yues to  

problema modello,  come l ' a c c a p p i w e n t o  d e i  due rrletodi d i  

i n t e g r a z i o n e  ternparale ( Cranir-Nicolson e H e u n  a p p l i c a t o  

a l l a  3.6 d e l  cap. 4 O )  s i a  c o n s i s t e n t e .  

Per duanto r imarda l a  ve loc i t i  di c a l c o l o ,  con il program- 

rna d c s c r i t t o  n e l  par .  1 ,  con un ret ico3.o spaziale d i  101 

n o d i ,  vengono comput¿i-t;i c i r ca  55 pavs i  tempora l i  ogni  

secondo d i  C X J .  Poichg l a  maggior par t e  d e l  teriipo d i  c a l c o l o  

& SiJesa n e l l a  r i s o l u z i v n e  d e i  sisteriii t r i d i a g o n a l i  e da to  

che il nurnero d i  operazioni n e c e s s a r i e  per risolvero uno 

d i  q u e s t i  sisterni una Punzione l i n e a r e  del riumero d i  in- 

c o g n i t e  ( c i o e  d e l  nunleao d i  nod i ) ,  possiamo ricavare pep 

yuesto problema model lo ,  $1 tetnpQ d i  e secuz ione  per 

nodo e p e r  passo  temposale ,  che r i su l t a  1 . w O ' ~  sec. 
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CAPITULO 60 

La so luz ione  numerica d e l  problema della dinarnica di una 

b o l l a  di vapore i r i  un liquido 

1 La trasformazione d i  coordina-be 

Riportiarno p-er coriiodith d a 1  par.  4 d e l  cap. l o  l e  eyua- 

zioni  che r ego lano  La dinarnica d i  una bolla d i  vupore: 

AL f i n i  del calcolo numerbco abbiamo proceduta a una opporlu- 

na trasformazione d i  va r i ab i l e  che r i u n i s s e  questi due vuntag- 

gi: fissare a zero l a  super f ic ie  rnobile de l la  b o l l a ,  in modo 

da integrare su un r e t i c o l o  apaaiale  ttSerrno"; ampliara il 

campo d i  integraeione alltaumentare d e l  raggio de l l a  bol la .  

Una t r aa fo rmaz ione  che r iun isce  queste due c a r a t t e r i s t i c h e  

& l a  seguente: 

A'= t 
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Le equazioni l * l  diventano corji 

Ovviamente, p e r  il caleslo mamerico, s o s t i t u i r e m  nella 

seconda d e l l e  1 . 3 ~  un estrenio di integrazione f i n i t o ,  pe r  C U ~  

Ai S i n i  d i  considerazioni successive b importante natare 

yuesta proprie-kh d e l l a  t rasformazione 1.2: 

dove \rt & la velocita d e l  l i q u i d o ,  Prendenda íX. suo valore 

ricavato n e l l a  2,5 d e l  cap, l o ,  ottewxiarno 

e ,  operando la t rasformazione d i  var iab i le  1 *2, rdh;ulta 



Un'altra poss ib i l e  trasformazione di v a r i a b i l e  pub essere:  

che trasforma l a  1 .la i n  

che, r i s p e t t o  a l l a  1.3a, ha il psegio di non contenere l a  

ve loc i  th. 

Entrambe l e  t sas formazioni  1.2 e 1.5 fissaino a zero l a  super- 

f i c i e  mobile d e l l a  b o l l a .  Per qaanto r iguarda  l'ampliamento 

d e l  campo d i  integrazione si  comportano perb l n  modo sostan- 

zialmente diversa .  Per un y f i s sa to ,  A2 corrinpondente va lore  

d i  r aumenta all 'aurnentare del  raggio i n  moda che la diffe-  

renza r - r e s t a  eostante, ciob il voiuure a i  crosta sfe- 3 

r i ca  i n t o r n o  a l l a  b o l l a  res ta  imrnutato, il che vuol d i r e  che 

la d i f f e r e n z a  r - R dfrnfnuisce al l 'aumentare  d i  R e  Illn, 

come abbiamo accennato n e l  par .  1 d e l  cap. l o ,  la zona d i  

l iquidij  in - torno  a l la  bolla i n  cui gli effet- t i  t e rmic i  sono 

rilevari-bi ha uno speaaore che & circa YDt , che evidentemen- riil 

t e  aumenta c o i  teapo.  A seconda d e l v a r i a r e  d i  R,  s e  s i  pren- 

de l a  trasforrnazione 1.5, c l  sara un momenko in cui l a  d i f -  

ferenza r -- R corrispondente a l  massirno va lore  d i  y, sarh 

p i &  piccola  d i  , rendendo cos i  Bnefficace l ' in tegraz ione  

spaziale (perché si  ignorerebbe una regione in cui 

ti  termici  hannn ancora r i ievanza)  



Questa eventualith pub invece essere evitata con la trasfor- 

mazfone 1.2. Infatti da essa deduciarno che 

Possiamo scrivere approssimativamente per e R 

ciob o-ttteniamo che pes 2; fissato lo spsrgore d s i l a  crosta 

sferbca intarno al la  bo l l a  creme alltaurnentare di R. Poi- 

ch6 

rapporto approssimativamente costarate nel teinpo @'/R 
( c f r  eq. 15 di l 3 J  ), per l'integrazione uaurrierica baste& 

porre come estremo superiore di integrazione un valore di 

a, inaggfose di 'bale rapporto, p a r  essere siauri che La zona 

in cui g l i  effetti terrnici sono rilevanti rimanga sempre 

all'interno del campo di integrazione. 

possibile ricavare dalle condizioni f n i z i a l i  di 1.2 if 

4 

Possiamo ora scrivere i n  forma discretizzata il prsble- 

ma 1.3 



dove h & il passo d i  in tegraz ione  spaz ia l e ,  At quel lo  tempo- 

rale (abbiamo ind ica to  per  sernplicith t invece d i  t')l e 

b e .  

za ternporale i n  R; €2, R. 

L ' in tegraz ione  numerica d e l  problema 1 * 9  segue quella 

i nd ica t a  p e r  i.1 caso generale  ne l  cap. 3 O .  SeguendQ l e  

s-tesse no twiomi  d i  E, E, C t  2, l a  3 . 2  de1,cap. 3" diventa:  

dove 

La 3.9'. d e l  cap. 30 i n  q u e s t o  caso B quindi  

mentre l a  3 0 6 0  diventa 

L 'equivalente  d e l l a  3.15 d e l  capt,. 30 sarh 

@he, raccogl iendo i t e r m i n i  comuni a S e a 2,  diventa  
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dove 

T u t t i  q u e s t i  c o e f f i c i e n t i  dipendono d a  E, crhe 6 funzione 

d i  , yuindi de2 Lernpa. Tut tav ia  p e r  serriplificare i 

cont i ,da to  che -9 i n  generale  .eastan%e pe r  df: p i c c a l i ,  
0 0  

supporreaio E cos t sn te  su un passo tempornle. G 1 i  unici 

c o e f f i c i e n t i  che dipenderanno d a l  tempo saranno perc ib  o( 

e C ,  che dipendono da1 raggio, 

Seguendo l a  procedura i n d l c a t a  nel cap, Y-, le 4.2 d i  

que1 c a p i t o l o  si possono s c r i v e r e  kn questo caso 

La formula d i  Heun appl icata  a l  sistema 4.14. dal, tenendo 

p r e s e n t e  che C?[k,) 2 - zh dlk-) re, 



f. Isb)  
.. 

che l @ e y u i v a l e n t e  d e l l e  4.4 d e l  cap. 3O. 

Supponiamo che a l  tempo t = t s i a n o  n o t i  l a  temperatura  n 

e il g r a d i e n t e  su t u t t a  il dominio d i  i n t eg raz ione ,  o l t r e  

al. raggio e a i i a  v e l o c i t a .  Zn p a r t i c o i a r e  saranno n o t i  

Le a l t r e  v a r i a h i l i  p r e s e n t i  n e l l e  1,15 si  possono r i c a v a r e  

carne n e l  cu80 genesale d e l  cap.. 3 O  
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% 

s i  pub ricavare d a l l a  4.14a s teasa  a l  tempo t no 
si pu0 ricavare d a l l a  1 . 1 4 ~  stessa  a l  $erripo L . t,,, az 

C V  (nel l l i ipotesi  f a t t a  di s o l a  dipen- 
4 -  - x  ¿,- de* R 

XAQ 

densa da R ) .  

T *  7' * s i  possono r icavare  dall'equaeione 1.3a (serrigre t, e tz  

tenendo presente l a  1.4d) che, ad, esempio pe r  7" (ma i.1 

ragionamento E identico p e r  Tt2 ), s i  pub c o s i  r i s c s ive re :  

4 
-t 

* 
Tz:b  g i h  n o t o .  Ts3 si pub ot-tenere risolvendo, come gih- v i s t o  f 

per  il caso generale, il sistema t r i d i a g o n a l e  4.7 d e l  cap.30, 

Eer risolvere questo sistema sono tuttaviz, necessarii i valo- 

ri Ga, e 7-t% 
- 4  Y Lc . $*N s i  pub, senza f a re  nessuna i p o t e s l  

restrittiva, p o r r e  a zero,  dato che per  l a  1.3f ' la  Lempera- 
* 

-tura l o n t a n o  dalla 'bol ' la rest~ costante.  rat, no-ko dalla 

1.12. 

possono essere c a l c o l a t i  con una formula di 

questo t i p o :  

Ricord iamo che & s u f f i c i e n t e  m'appmminiazione de l  10 or- 

dine perché n e l l a  f o r m l a  d i  Heuri 

@b)' e q u i n d i  i'errore t o t a i e  r e s t a  di ordine o l ~ t j ,  come 

appunto yuello d e l l a  formula d i  Heun. 

AI 

& molt ipl icato per  
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La a p p l i c a z i o n e  d $ l l a  pracedura d i  i n t e g r a z i o n e  temporale  

d e s c r i t t a  da l l e  1.15 ha pero niostrato una precoce i a l s t ab i l l -  

tb., c o s t r i n g e n d o c i  a d  adope ra re  un metodo a l t e r n a t i v o  e 

La soluzione adsttaala & Sta ta  la t r a s fo rmaz ione  d e l l a  inte-  

grazione e s p l i c i t a  i n  una forriia pa rz i a lmen te  implicl ta .  

Interrornpiamo l a  t r a t t a z i o n e  d e l  problema de l la  b o l l a  

p e r  d e s c r i v e r e  ir1 generale la forniula. paszialmente implica- 

ti? d i  i n t e g r a z i o n e  ternporale d e l  2 O  ordine clie userenm in 

s e g u i t o  

Swpponiamo d i  avere un'oquazione d i f f e r e n z i a l e  del. t i p o  



da cui 

Dalla 2.7 deriva che 

e q u i n d i  s o s t i t u e n d o  i a  2.6 ne1l.a 2,5 otteniairio 

che,come s i  vede immedintamente, c o i n c i d e  con l a  2,4. 

L a  Porntula 2,2 B i i np l i c i t a  ( o  f*chiusalf) s i spe l -h  a1l.a 

y(t) e alie a ( t ) ,  mentre k esgl ic i ta  r i s p e t t a  alie g(P;). 

Poich6 abbiaino supposto riel par ,  1 che i coefficienti 

d e l l a  1,13b non dipendono da1  ternpo, eccetto o( e C, pos- 

siamo scr ivere  la Porrriuba 2.2 i n  cjuesto nodo: 



L, e 

,p-t 1 o t t e n  i amo E s p l i c i t a n d o  o 

Come si pub no ta re ,  l a  2.9 non forn isce  una espressione 
m t l  

d i  To perché a l  secondo riiembro eompaiono anche 

che non sono n o t i  ( d a t o  che per  deLerminarLi e 
*i B. 

& necessar ia  la conoscenza d i  TO 

ne l e g a  c o l  metodo OCI-CR).  

per  reso lvere  l'equazio- 

Avremo potuto appl icare  la 2.2 i n  modo diverso considerando 

solamente T9 i m p l i c i l o .  In questo modo, data l a  liriearj.-t;h 



a* L 
d e l l a  1,14a avremo potu%o e s p l i c i t a r e  6 e o t t ene re  l o  

scopo des idera to  . 
Per e l iminare pero compLetamente l ' i n s t a b i l i t h  b sernpre 

p r e f e r i b i l e  rendere i a p l i c i t o  t u t t o  c i b  cine poss ib i l e  

per  cpi l a  2.9 B sicuramente p r e f e r i b i l e ,  11 Izoblerria 
hit Mfi. 

de l  ca lco lo  d i  T e Tt viene br i l lan temente  r i s o l t o  

notando che ka prima d e l l e  cquazioni 3.15 d e l  cap. 20, 

che servono a risolvere I'equazj.one parabol ica ,  5 una 
- * t l  m * i  *ti. 

rea lz ione  trct / o , -4 e Tz cosz f a t t a :  

Possiame, eliminare dal le  2.9 e 2.10 il v a l o r e  Tob" . 

o t t enends  (omettendo sernpre l a  dipendenza temporale d i  q e r): 

che var ia  da  2 a M-1, forma un sistema t r id i agona le  d i  

i nc  ogn i  t e con i = 1, N-1. Risol ta  il sistema s i  
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pub anche c a l c o l a r e  IQ' dal la  2.9. 

Con questo metodo abbiamo aggirato l ' o s t a c o l o  d e l l a  deter-  

minazime p r e v i a  d i  p e r  p o t e r  r l s o l v e r e  l'equaárlone 

pa rabo l i ca  c o l  metodo OCI-Cbl, ot tenendo I ra  l ' a l t r o  un 

legame piU s t r e t t o  i r a  l ' i n t e g r a z i o n e  temporkle e il 

metodo OCI-CN s t e s s o .  11 vantaggio r i s p e t t o  alla formula- 

zione e s p l i c i t a ,  con l a  formula, d i  Heun, & anche un ra- 

sparmio d e l c a l c o l o  d e l l e  d e r i v a t e  seconde su t u t t o  il do- 

minio d i  in tegraz ione .  Da to  che l a  maggior p a r t e  del tempo 

di computazione dovuta a l l a  soluzione d e i  s i s t e r a i  t r idia- 

gonalkj l ' n v e r  ridot-bo da %re ( so luz ione ,  g r ü d i e n t e  e 

de r iva t e  seconde) a due (so luz ione  e g r a d i e n t e )  questi si- 

stenii compmta una r iduz ione  d e l  tempo d i  c i rca  iL 3%. 

1 v a l o r i  TatS,íkt2, b',,, 2, p r e e e n t i  n e l  seconcio naembro d e l l a  

2.11 s i  ca l co iano  come d e s c r i t t o  n e l  par. 1, dove facciamo 

notare che al tempo %==O, Tstl e sono entrambi r iul l i ,  

perch6 l a  temperatura t? costante dapper tu t to  ( c f r  4.5 del 

cap. 2 O ) ,  p e r  la 1 . 9 ~ .  

Per  quanto riguarda l ' i n t e g r a z i o n e  d e l l e  1.14b e 1 . 1 4 ~  

applichiamo ancora l a  formula d i  Weun, per  clai I:cn soluzione 

d e l  problema 1.9 b data i n  d e f i n i t i v a  da1 s i s t ema  formato 

da l le  I . lSb,  l . lSc,  2.11, e dal le  3.15 del cap. 20 (per j 

che v a r i a  da 2 a N-1). 

Y '-9 ' 

o O 



CAPITOLO 70 

Studio nunlerico de l la  c r e s c i t a  e de l  co l lasso  di una bo l l a  

d i  vapore nel sodio. 11 proaramma di calcolo per il problema 

, *  d e l l a  b o l l a  

7 ,  La c r e s c i t a  d i  una b o l l a  d i  vapore n e l  sodio 

sussiscaldato 

Le equazioni 4.1 del  cap, %*,che regolano l a  dinamica 

d i  una b o l l a  d i  vapore i n  un liquido,possono essere  r i s o l -  

t e  partendo da condizioni i n i z i a l i  che determinino un 

aumento de l  r a g t i o  de l l a  b o l l a ,  Nell 'applicazione nurnerica 

che segue c i  siamo r i f e r i t i  al sodio, data la sua importan- 

%a come l iquido r e f r ige ran te  n s i  r e a t t o r i  nuc lea r i  veloci,  

e poSendo confrontare i nostri r i s u l t a t i  con quel i i  Ottenu- 

ti precedentemente da a l t r i  au to r i  con metodi meno raff ina-  

ti* 

Se imponlarno a l l a  h o l l a  queste condizioni i n i z i a l i ,  

saggio di equi1.ibri.o (come de f in i to  i n  4.'1e d e l  cap. l o ) ,  

ve loc i th  i n i z i a l e  riulla, temperatura d e l  sodio superiore 

a quella d i  ebol l iz ione corrispondente a l l a  pressione 

d e l  s o d i o  stssso, il sistema rirnane-in e q u i l i b r i o ,  anche - 
s e  instabi&e, 

Per fizr evolvere la b o l l a -  & necessaria una perturbazione 



che numericamente pub essere  espressa da  una veloci th  

icniziale non nu l l a  oppure da un raggio lievemente rnaggiore 

d i  quello d i  equ i l ib r io  (il che corrisponde a un'accelera- 

eione diversa  da mero). N s i  nostri c a l c o l i  abbiamo op-tato 

pes l a  seconda soluzione, partendo sempre da un raggio 

maggiore dell.i'l$ d i  quel lo  d tequi l ibr io .  

Come g i h  accennavamo n e l  cap.10, l e  condizioni in iz ia -  

li non rivestono una imgortanza determinante a i  f i n i  d e l l a  

dinamica successiva d e l l a  b o l l a ,  11 confronto t ra  i n o s t r i  

e i calco15 d i  precedenti  au to r i  r91 , mostra  i n f a t t i  un 

pieno accorda eccet to  che n e l l a  f a se  i n i z i a l e ,  dove l e  

diverse condi z ioni  i n i  z i a l i  hanno un' e f  f e t t i v a  influenza. 

Una vo l t a  per turba ta , la  b o l l a  comfncia a crescere.  

La ve loc i th  d i  c r e s c i t a ,  inizialmente l imi ta ta  dalla ten- 
. 

l sione supe r f i c i a l e ,  aurrienta - f ino  - a. quando l e  dirnensioni 

de l  raggio fanno perdere irnportanza a l l a  tenaione superfi-  

c i a i e  s tessa .  Segue una f a s e  a veiocifA cos tan te ,  i n  m i  

la c r e s c i t a  & dominata d a l l ' i n e r z i a  d e l  l iqu ido ,  Questa 

fase k pera presente solamente se  il surriscaldamento 

elevato (vedi i n  f ig .  1 ,  l a  b o l l a  n.7, pe r  c u i  i l  sur r i sca l -  

damento & 4.66 O K  e , a l  confronto,la bolla n, 4, per  cu i  il 

surriscaldamento 22.1 OK) . Dopo una f a se  intermedla,in 

cu i  s i a  l ' i n e r z i a  del l i q u i d o  che g l i  e f f e t t i  teinmici 
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influenzano l a  c resc i ta ,  s i  rnggiunge un regime as in to t ico  

dominato da1 trasporto d i  energia a l l a  super f ic ie  d e l l a  

b o l l a ,  i n  cu i  l a  veloci ta  diminuisce approssimativamente 

praporzionalmente a bt)'? . Bisogna notare che questa 

fase  as intot ica  non viene raggiunta n e l  caso d i  sur r i sca l -  

darnento m o l t o  elevato; ci0 & dovuto a l  f a t t o  che ne l  tempo 

necessario pér  raggiungere questa fase ,  ii raggio cresciu- 

t o  a La1 punto da perdere s ign i f i ca to  prat ico.  

Per u l t e r i o r i  considerazionigenerall  sull'andarnento delle 

veloci ta  nei  v a r i  t i p i  d i  bol le  d i  vapore (comprese quel- 

l e  d i  cavitazione d i  cui  accennavamo nel cap, 1") rimandia- 

Procedlarno ora a un commento del r i s u l t a t i  numerici qui 

d i  seguito i l l u s t r a t i  in tab. 2 e ne l l e  f igg,  1,2,3,4. 

11 riferimento t lbo l l a  n.$** e1Ibolla n.7" r e l a t i v o  a l la  

numerazione presente i n  133  . 
Bsaminiarno i dgversi .g raf ic i  al1egat'i;i  c e r c h i e t t i ,  con l a  

cusvaiche li congiunge, sono i r i s u l t a t i  de2  .nostro..pra- 

gramma d i  ca lco lo ,  Le crocet te  sono i r i s u l t a t i  degli au- 

t o r i  d i  [9] ; ques t l  d a t i  sono s t a t i  r i c a v a t i  da copie dei 

grafici  originali d i  quest i  au tor i ,  per cu i  & possibi le  che 

v i  siano deviazioni r i s p e t t o  ai va lo r i  o r ig ina l i .  

Soffermiamoci su l i a  fig. 1, r e l a t i v a  a i l e  velocita.  
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Per l a  b o l l a  n.4, quella con un maggiore surriscaldamento, 

l 'accordo tra i valor i  n o s t r i  e que l l i  degl i  au tor i  d i  r9] 

o t t i m o  a p a r t i r e  d a  t = 2*10N5sec.; prima d i  questo istan- 

t e ,  a causa delle diverse condizioni i n i z i a l i  fmposte a l  

problema i va lo r i  si discostano molto l'uno d a l l ' a l t r o .  

Non sono i n d i c a t i  i n  f igura  perch6 non s i g n i f i c a t i v i .  

Per l a  bo l la  n,7, quella con un surriscaldamento mol to  

p iccolo ,  l 'accordo & meno soddisfacente. 11 motivo & da 

r ioe rca r s i  n e l l a  differenza t r a  la temperatura i n i z i a l e  

assegnata nei n o s t r i  ca i co l i  e quella d e g i i  au to r i  a i  rsJ. 
Come s i  pub osservare dalla fi&. 4 ,  il valore d i  'T, degl i  

autor i  d i  [9)si discosta da1 nostro d i  quasi 0.3 OK. E' 

chiaro che essendoci un maggiore surriscaldamento anche 

la  ve loc i ta  sara maggiore, come i n f a t t i  r i s u l t a d a l l a f i g .  1, 

Questa differenza i n i z i a l e  d i  temperatura & dovuta  agli  

arrotondamenti nurnerici e f f e t t u a t i  per ot tenere  un raggio 

d i  equ i l ib r io  i n i z i a l e  d i  10--3cm. Per un caso come questo, 

dove il surriscaldamento 8 piccolo, bastano f raz ioni  d i  

grado per  a l t e r a r e  l'andamento de l la  bol la .  Dalla fig. 2 

che riguarda i raggi de l l e  bol le ,  s i  v e r i f i c a  quanto det to  

p e r  l a  bolla n,7. Contrariamente a quanto accade per l a  

b o l l a  n,4,  piccole differenee ne i l e  condizioni i n i z i a l i  

hanno una influenza relativamente grande n e l l a  bolla n.7. 



Per  quanto r iguarda  i d a t i  su1 numero d i  passi  ternporali 

d i  in tegraz ione  e f f e t t u a t i  e su1  tempo impiegato n e l  cal-  

colo,  dobbiamo premette alcune considerazioni .  

L ' in tegraz ione  temporale & s t a t a  e f f e t t u a t a  con un passo 

v a r i a b i l e  e l a  condizione pe r  il raddoppio de l  passo e r a ,  

per  entrambe l e  bo l le ,  r ego la t a  d a i  valor i  DIFPER e VHDT 

n e l  programa.  DIPPER & P a  d i f f e renza  f r a  il valore  a t t u a l e  

d i  temperatura supe r f i c i a l e  e que l lo  precedente,  d iv iso  

pe r  il valore  a t tua l e .  VRDT 5 il rapporto t r a  v e l o c i t a  e 

raggio a l l o  s t e s s o  i s t a n t e ,  mo i t ip l i ca to  pe r  il passo tea-  

porale. Qunndo ontrambi yuoski vulori, in modulo, ertzno 

mSnori d i  10- 3 , il pasao temporale veniva raddoppiato,  

11 valore  loo3 & s t a t o  deciso su base empirica,  avendo ve- 

r i f i c a t o  che va lo r i  piU p i c c o l i  allungavano d i  molto il 

tempo d i  esecuzione (perché i l - p a s s o  temporale non raddoppia- 

va uiolte v o l t e )  e che v a l o r i  piU grandi  causavano grosse  

deviaz ioni  d a i  r f s u l t a t i  p revfs t f .  Partendo con un passo 

ternporale d i  lO-'sec. l a  b o l l a  n.4 & a r r i v a t a  a 10-2sec ef- 

fe t tuando 3862, pavsi e raggiungendd un passo temporale f ina-  

l e  d i  .2S6*10'4 sec.  11 tempo impiegato pe r  questa esecuzione 

k s t a to  

Considerato che il numero d i  nodi s p a z i a l i  e r a  101, s i  pub 

dedurre un' tempo d i  calcolo per  nodo e ' p e r  passo d i  cima 

k> 

, .  ' , *  

170 sec .  d i  CPU, c iob  c i r c a  23 passi  a l  secondo. 
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2725 p a s s i  ternporsli ,  par tendo con un passo d i  ?O -7 sec, 

- 2  La b o l l a  ii.7 invece a r r i v a t a  a 10 sec .  e f f e t t u a n d o  

e finendo con .256*1Q-4sec.; il t u t t o  i n  120 secondi  di 

CPIJ. Poiché anche i n  questo caso erano 101 i nodi  s p a z i a l i ,  

r i s u l t a  un tempo d i  ca l co lo  pe r  nodo s p a z i a l e  e passo tem- 

pora le  d i  c i m a  4.4*10-4sec, che concorda pe r fe t t amen te  c o l  

valore;della d e l l a  b o l l a  ne4.  

Una menzione s p e c i a l e  merita l a  questbone del dimensiona- 

mento d e l  dominio d i  i n t e g r a z i o n e  e de l  passo apaz ia le .  

Come abbiarno g i h  d e t t o  nel cap. 60, l a  t ras formazione  d i  

v a r i a b i l e  effe- t tuata  pe r  adattare 11 problema 1.1 a l la  

soluzione numerica, ha l a  p a s t i c o l a r i t &  d i  far ampliare 

il cavpo d i  i n t eg raz ione  a l i ' aumentare  del raggio, n e l l a  

v a r i a b i l e  o r i g i n a r i a  r9 p u r  tenendo z fissa. E' necessa r io  

quindi  dimen6ionare z i n  modo che.3.l su0 massimo valore 

a i a ,  come v i s t o  n e l  par.1 d e l  cap. 60, maggiore d $ l  E/R 
c a r a t t e r i s t i c a  de l la  b o l l a  in questions. Da [3]riportiamo 

i valori  d i  E / R  : per  la bolla 4, vDt;/R = 5 . ~ 4  =d 
p e r  l a  bolla 7, iIbt;/A = 1 . 3 6  Facciarno notare come p e r  

la b o l l a  n, 7 il r a p p o r t o G , h  ciob 

lo s t r a t o  i n  c u i  g l i  e f f e t t i  t e r m i c i  sono rilevanti crecca 

pi.h rapidamente d e l  raggio. I n  queBto  caso l a  trasforma@o- 

s i a  maggiore d i  1 
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ne da no i  proposta r i s u l t a  par t ico larmente  u t i l e .  

Per  f i s s a r e  ltestrer!io super iore  d i  in tegraz ione  non b suf- 

f i c i e n t e  l imitars i  a l l e  cons ideraz ioni  appena f a t t e  Poi- 

ch6 & easenz ia le  l imi ta re  il numero d i  nodi s p a z i a l i  per  

non a p r e s a n t i r e  troppo il tempo d i  ca lco lo ,  va s t a b i l i t o  

anche un opportuno passo d i  in tegraz ione  apaz ia l e  As 

~ a ~ i a  re iaz ione  2 s  $ 3 t 3  -9 deducismo che 

b e =  R" z2 Atc  

k =  - A t  
R 

da cu i ,  pe r  2 LZ @ , r i s u l t a  

. Owiamente dovrerno sceg i i e re  un A2 t a l e  che 

QZ sia minore de l lo  s t r a t o  ntermicot'  6? , i n  modo 

che sia p o s s i b i l e  ca lco lare  il gradien te  d i  temperatura,éhe 

& apprezeabilmente diverso da zero solamente n e l l o  s t r a t o  

fftermico91, con su f f i c i en te  accuratezza.  Se AZ < --- ques ta  
10 

condizione & s o d d i s f a t t a .  

Considexiamo i cas i  conc re t i  d e l l e  b o l l e  n.4 e 7. Per l a  

n. 4, abbiamo v i s t o  che ~ = S - % * / O - '  , yuindi il massino 

valore  d i  z dovrk essere  > m//? . yolendo l imitarci  

a 101 nodi  s p a z i a l i ,  r i s u l t a  che 

po * 4 3 =.,,. 2 *IO-'tutte l e  condiz ioni  p r e v i s t e  sono s o d d i s f a t t e  . 

R 

42: *e,,, Se ponia- f O 0  

11 massimo va lore  d i  2; : 0.2, c iob  3.6 v o l t e  piU grande 

d i  w/R il che s i g n i f i c a ,  per  l a  1.8 d e l  cap. 60, che 

il va lo re  massimo d i  r & lontano da l la  bolla 3.6  vo l t e  lo 

speaisore d e l l o  s t r a t o  ttterrnico81 JbtT 



2 & quindi c i m a  28 vo l t e  piU p i c c o l o  d i  P / R  , ii che 

fm01 d i r e  (dato che A t = - R ) che ?? 28 volte piU 

p i c c o l o  d i  @ , come desiderato. 

Per ia bolla ri.7 @/R= 1-34  . Quindi, ponendo A t z S 2 . d  

e sernpre 101 nodi spaz ia l i ,  r i s u l t a  che il valore massimo 

d i  r & lontano dalla bolla 7.35 vol te  l o  spessore dello 

s t r a t o  m , e t i% 13.6 voi te  pi& piccoio d e l l o  

s t r a t o  . 
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B O L L A  M O  4 B O L L A  m0 t 

e ~ >  = temperatura i n i z i a l e  d e l  s o d i o  e tempera tura  l o n t a n o  
da l l a  b o l l a  

pm = p r e s s i o n e  d e l  s o d i o  

5 = t empera tu ra  d i  e b o l l i z i o n e  d e l  s o d i o  a p r e s s i o n e  pa 
4, = raggio i n i z i a l e  d e l l a  b o l l a  

tab. 2 
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2, 11 co l l a s so  d i  una ,bo l la  d i  vapore n e l  sodio 

Le equazioni 4.1 d e l  cap. l o ,  che regolano l a  dinamica 

d i  una bolia d i  vapore i n  un l iquido,  possono essere  r i s o l -  

t e  con il programma d i  calcolo da noi  r e a l i z z a t o  anche per  

s tud iare  11 caso de l  COllaSSOe 

Le condizioni  i n i z i a l i  aff inché c i  sia il co l l a s so  sono: 

raggio d e l l a  b o l l a ,  v e l o c i t a  d i  co l lasso  (che porrerno pero 

sempre inizialmente  nubla) ,  temperatura d e l  l i qu ido  e pres- 

sione d e l  l iqu ido .  Ovviamente l a  temperatura d e l  l iquido 

dovrh essere  piU bassa d e l  punto d i  ebo l l i z ione  corrispon- 

dente a l l a  pressione d e l  l iqu ido  s tessü .  I n  aZt re  parole 

s i  t r a t t a  d i  l iqu ido  non bol lente .  

Per un q u a i s i a s i  raggio i n i z i a l e  il s i s t e n a  non b mai i n  

equ i l ib r io ,  perché l a  pressione de l  l i q u i d o  maggiore del- 

l a  pressione di. vapore ( ca l co la t a  a l l a  temperatura superf i -  

c i a l e  d e l l a  bo l l a ,  i n f e r i o r e  a l  p u n t o  d i  ebo l l i z ione )  e 

l a  bolla tende a comprimersi. 

Ripor t iamo l 'equazione dinamica 2.11 d e l  cap. 1 O 

e facciamÓ alcune considerazioni  su11 andamento d e l l a  velo- 

c i t h  i n  faae  d i  collasso.  

Per  una v e l o c i t a  i n i z i a l e  nu l l a  e,  come abbiamo v is to ,  

p* 7 p,rlrs) 9 r i s u l t a  940 , ciob l a  v e l o c i t a  diminui- 



2 
sce,  essendo negativa,e v aumenta, contribuendo a rendere 

sempre piU grande i n  modulo il valore d i  V negativo. 

Contemporanearnente perb, dall 'equazione de l l ' energ ia  

3.12 del  cap. l o  si ricava che l a  7- 5 aumenta (come d ' a l t r o n -  

de s i  i n t u i s c e )  a l  diminuire del  r u g g i o  d e l l a  bolla, a 

causa de l l a  condensazione del vapore . D i  conseguenza pY&) 

aumenta. A questo punto s i  danno due posa ib i l i t b ,  O l 'au-  

mento d i  TJ suff ic iente  a portare ii -termine P,rCrs)-pw - ZlJ&J 
R 

a va lor i  p o s i t i v i  prima che l a  ve loc i ta  s i a  t r o p p o  grande, 

e quindi a dominare la  5.1, rendendo v )o , oppure, s e  l a  . 

bo l l a  co l l a s sa  m o l t o  rapidamente, accade che v r e s t a  sem- 

pre negativo 

0 

Sperimentalmente s t a t o  osservato da a l t r i  au tor i  

( c f r  "vapor bubble collapse" i n  E71 ) che i n  acqua s i  

v e r i f i c a t a  l a  prima p o s s i b i l i t h ,  a t a l  punto che l a  velo- 

c i t a  ha a d d i r i t t u r a  raggiunto va lor i  p o s i t i v i ,  facendo, 

per breve ternpo, crescere l a  bol la .  Effettivamente l a  cre- 

s c i  t a  dura poco tempo perché la  temperatura superf ic ia le ,  

diminuendo, porta  nuovamente a va lo r i  negat ivi  il termine 

p P 5 ) - p m  ..& aq) . Segue una fase  u l t e r i o r e  d i  col lasso 

che pub essere  seguita da u n ' a l t r a  momentanea oecil lazione 

del ruggio, f ino  a che, per va lo r i  molto p iccol i  del  raggio 

l a  b o l l a  perde l a  sua aimmetria s f e r i ca .  



Esarniniarno ora i r i s u l t a t i  d e l l a  n o s t r a  e laboraz ione  

p e r  il col lasso  d i  una bolla n e l  sod lo .  Le cond iz i an i  

i n i z i a l i  che abbiamo imposto n e i  tre casi  A ,  B e C sono 

T, = 1345.9 (corribpondente a una p res s ione  d i  4.5 atm., 

p e r  l ' e b o l l i z i o n e )  

r agg io  i n i z i a l e  = cm*  

passo i n i z i a l e  d i  i n t eg raz ione  ternporale = 10 -6 sec. 

passo s p a z i a l e  d i  i n t eg raz ione  = 10- 1 (sempre secondo l a  

t rasformazione 1.2 d e l  cap. 60) 

numero d i  nod i  s p a z i a l i  = 101, c i o &  l ' e s t r emo  s u p e r i o r e  d i  

i n t e g r u z i o n e  E 10 

parametro d i  var iaz ione  d e l  passo temporale = (dove 

il passo  v i ene  dimezaato quando - f A b  > lo"' ) 

Tut t i  e t r e  i c a s i  sono s t a t i  fe r rna t i  quando l a  b o l l a  

ha r agg iun to  un raggio d i  lom3 cm ( c i o e  3/10 d i  q u e l l o  

i n i z i a l e ) .  

Per l a  b o l l a  A 

C pbo:4 .6  d- . Come s i  pub n o t a r e  dalla tab:* 3 e 

da l la  fig. 5, n e l l e  b o l l e  A e B la v e l o c i t a  aumenta i n  mo- 

dulo dapprima lentamente e p o i  molto rapidamente, perchc? il 

p..= 5 a k  , p e r  l a  B P Q =  4 . 3 5 & ,  per  l a  

- -2G'Td v a l o r e  pc(Ts)- pm d iven ta  p o s i t i v o  quando ormai l a  R 
v e l o c i t k  b t roppo e l e v a t a ,  p e r  cui  il termine dominante 

n e i i a  2.1 e - 2  V' . 
2 
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Mel caso C invece, poichc? p&)- pm = 0.1 dm , l a  ternperatu- 

r a  supe r f i c i a l e  fa  i n  tempo a s a l i r e  sufficientemente 

per  Sur auinentare 

per  c u i  c f &  una fase ,  dopo c i r c a  2- (0,’’ sec. ,  i n  cu i  l a  

v e l o c i t a  diminuisce i n  modulo, cioi? l a  bolla r a l l e n t a .  

ari P ~ ( , T s )  a vu io r i  super ior i  a pw-t. R 

-s 
&esta f a se  dura solarnentezz-lo sec,  perch6, data l a  di-  

minuzione d i  Ts 

il co l l a s so  assume un andamento s imile  a quello de l l e  bol- 

l e  A e B, 

, l a  velocita.  to rna  ad essere  negativa e 

Ber yuanto riguarda il ternpo che ogni b o l l a  irnpiega 

per  raggiungere un raggia che 

z i a l e ,  s i  ve r i f i ca  che esso & t an t a  minore quanto piU 

1/10 d e l  su0 valore ini- 

grande & il divario d i  pressione t r a  l iquido e vupore, 

La b o l l a  A ha r i ch ie s to  330 pass i  temporali pe r  a r r iva re  

al valore  f ina l e  del  raggio,  e il passo d i  integrazione 

tempsrale s i  i? dimezzato p i U  v o l t e  f i n o  a raggiungere 

.4883*10-’ sec,  

passi  con un pusso f i n a l e  d i  .976G*10’9 sec,  L a  bo l la  

C ha invece r i ch ie s to  367 pass i  temporal i  con un passo 

f i n a l e  d i  ,78+IS*iOa8 sec. 

La b o l l a  B ha anch’essa r i c h i e s t o  330 

La mancata osservazione de l l e  osci lbazioni  d e l  raggio 

d e l l a  b o l l a  

spe t to  all‘acqua, ha un coe f f í c i en te  d i  d i f f u s i v i t h  ele- 

pub essere dovuta a l  f a t t o  che il sodio,  ri- 
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v a t o  che porta a un r a p i d o  trusferimento dell'aumento d i  

temperaturadalia super f ic ie  a tutto i1 l iquido. Sarb in- 

t e ressante  s-tudiare n e l l '  immediato futuro il c o l l a s s o  d i  

boUe d i  vapore i n  acqua, pe r  confrontare i risultati 

con quelli sperimentali 
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pIlp = pressione del s o d i o  ' 

Tb 
T, = t empera tu ra  iniziale d e l  sodio e lontano dalla bolla 
/+-&J= p r e s s i o n e  d i  vapore cor r i sponden te  a T,,,, 

= t empera tu ra  d i  e b o l l i z i o n e  corrispondente a p,,, 

= Ts - 11, c i o e  aumento d i  t empera tu ra  alla 

R o  = r a g g i o  i n i z i a l e  d e l l a  bolla 
superficie de l l a  bolla 

tab. 3 
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3. 11 prograrnma d i  calcolo per il problema d e l l a  bolla 

Per l a  soluzione numerica de l l e  equazioni d i  cui  a l  

pa r ,  2 de l  cap. 60 c i  siano avvalsi  d i  un programma d i  

calcolo molto s i rn i l e  a y u e l l o  descri-bto ne l  par .  1 de& 

cap. 5 O ,  per  il problema modello. 

Evidenzieremo qui solamente l e  differenze fondamentali 

f r a  que8ti due programmi. 

Rimandiamo a l  tabulato del  ESAIN per yuanto riguarda il 

s ign i f i ca to  d e l l e  v a r i a b i l i ,  

A pa r t e  l a  l e t t u r a  dei da t i  d i  ingresso, cfie var ia  a 

seconda che s i  s t u d i  l a  c re sc i t a  o il col lasso ,  una note- 

vole importanza assume il sottoprogramma FISICA. Tranite 

eaiso vengono c a l c o l a t i  i parainetri f i s i c i  de l  problema, 

at t raverso espressioni  t r a t t e  da11 'appendice d i  [9] 

l 

106, 
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dove & s t a t o  calcolato ,,- dall 'equazione d i  s t u t o  dei  gas P 

dove M & il peso molecolare de l  s o d i o  e RG l a  costante  

universale de i  gas.Tutti ques t i  parametri sono c a l c o l a t i  a T8bA 

11 sottoprogramma FISICA ca lco la  anche il raggio d i  equi l i -  

b r i o ,  s e  s i  s t a  studiando l a  c r e s c i t a  de l l a  bolla,e conver- 

t e  l a  pressione, che b un dato d i  ingresso,  da l l e  atmosfere 

a dyn/c!m . Segue ne l  MAIN l'assegnamento d i  un raggio 

i n i z i a l e  maggiore dellll$ d i  quel lo  d ' equ i l ib r io  (se  s i  

2 

s tud ia  l a  c r e s c i t a )  . Viene p o i  chiamato il sottoprogramma 

DENSIT. Bisogna notare che, a l  f i n e  d i  aunientare l a  preci-  

sione de i  c a l c o l i ,  l a  temperatura i n i z i a l e  viene p o s t a  a 

zero n e l  MAIN per.cui,ogni v o l t a  che si calcolano parame- 

tri f i s i c i ,  va aggiunto a l  valore a t t u a l e  d e l l a  temperatu- 

ra  il valore iniziale, p e r  o t tenere  l a  ternperatura e f f e t t i -  

va at t i ia le .  Questo accade n e l  isottoprogramma DENSIT che, 

o i t r e  a ca lco iare  ~ V ~ T ~ ) , ~ ~ I I J ) , < ( T ~ ,  come i n  FISICA, caicoia  
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anche i n  questb modo: 

I n  DENSIT vangono anche c a l c o l a t i  a l cun i  paramet r i  d i  d i -  

verso uso in a l t r i  imttoprograrnmi. 

L'unica a l t r a  grossa di f fe renza  t r a  questo i!!iAIN e que l lo  

de l  problema modello, aTparte l e  modalith d i  s-tatítpa, 

l ' a ssenza  i n  ques to  programma per  l a  b o l l a  d i  unr sotto- 

programa d i  in tegraz ione  ternporale. I n f a t t i ,  poiché il 

metodo impl i c i to  d e s c r i t t o  n e l  par.  2 d e l  cap. 60 col lega  

l a  soluzione dei l 'equaaione parabol ica  con l e  equazioni 

d i f f e r e n z i a l i  o rd inar ie ,  & s u f f i c i e n t e  un s o l o  sottoprogram- 

ma CALORE che risomve appunto c o l  metodo OCI-CN l 'equazione 

1.9a d e l  cap. 6 0 ,  senza conoscere espl ic i turnente  il valore  

de l l a  temperatura a l l a  s u p e r f i c i e  della, b o l l a ,  ma eliminari- 

do, come abbiamo v i s to  n e l  cap. 609 l a  temperatura super f l -  

c i a l e  da l la  prima d e l l e  equazioni r i s o l v e n t i  3.15 de l  cap. 2 O .  

Un'a l t ra  p a r t i c o l a r i t h  & l ' a s senza  d i  un'sottoprogramma 

per  il ca lco lo  de1l.e der iva te  seconde, che,  come abbiamo 

v i s t o  n e l  cap. 6 O ,  c?on questo schema d i  so luz ione  parz ia l -  

mente i n i p 1 i c i . t ; ~ ~  non servono. Ricordiamo i n f i n e  ckre n e l l a  

stampa L valor f  d e l l e  teapera ture  t a b u l a t i  vanno aggiunt i  

c o l  p ropr io  segno a l l a  temperatura i n i z i a l e  p e r  o t tenere  i 

va lo r i  ef f e t - t i v i  . 
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109, I C 3 A I N  PER IL PROBLEFIA BOLLA 

2 c 
3 C USARE CON I L  CAP(PO DI TEMPERATURA i N I Z I A L E  COSTANTE 
4 C E C O H  L ’ IHTEGRAZIQNE TEtlPORclLE I H P L I C I T A  AL SECONDO O R O I N E  
5 c 
6 c I% ** 9r *LECEHDQ* *?:**il< 
7 C DH = PASSO D I  DICCRETIZZQZIONE C P A Z S A L E  * OUTPUT 
9 r: OT= PclC;$O D I  OISCRETEZZAZIONE TEMPORALE * OUTPUT 
o C KH = N .  P U N T I  DELL’ASSE SPfiZl frCE (H=O EQUIVALE A KH=í) * INPUT l 

t C KT = N .  P U N T I  DELL’ftsSE TEflPORfiLE ( T = Q  EQUIVALE A K T = 1 )  * I N P U T  
2 C SH = PTASSXMO V A L O R E  0 1  H (SOSTTTUISCE H = I H F E N I T O )  * I N P U T  
3 C S T  = PfACCIPfO VALORE DI T * INPUT 
4 C NT = LXVELLO D i  TERPO (DA 1 A K T 3  T=Q EQUIVALE A MT=l * 
2 c A L L W I F I N I T O  ci (;IUclLSIASI TERPO >F INPUT 
7 C DDAT = COSTAWTE D I  D I F F U C I V I T A ’  INPUT 

f C UCQNT = TEMPERATURA A L L ’ I N F I N I T O  ( I N  H=SH) .  t INPUT DA PROCRAMHA 

- 

8 c r r z m  = PASSO 01 O I S C R E T S Z Z A Z I Q N E  TEMPORALE INIZIALE r~ INPUT 
l 

a 

3 c TWMT = TEMPERATURA I N I Z I C ~ L E  su TUTTO L O  C P A Z I O  E TEHPERATURA Y 

i 
i C IJT = TEHPERATURACSOLUZIONE DELL‘EQUASIONE DEL CALORE) SU TUTTO LO i 

C S P A Z I O  ESCLUSI GLI ESTRENX C H = O  E H=SH) .  VETTORE D r  O r H = K t . ( - 2  1 
c H=SH- DOVE V I E N E  ASSUNTO I L  YALORE D r  U C O N T )  AL TEMPO T=O. 

c RINZ = R A G G I O  r N r z u u x  D E L L A  BOLLA P INPUT 

c R = R A e m  D E L L A  BOLLA * OUTPUT 

C R O V  = DEMSITA’ Di VftPORE * INPUT D A  SüTTOPROCRAMtIA l 

C OROV = DERIVCtTA Di RQV RISPETTO ALLA TEMPERATURA l 

c TKAPPA = CCNDUTTIVXTA’ TERMIC~ DEL L r w r D o  INPUT 

f 

I 1 C U0 = TEMPERATURA ALLIl  SUPERFICIE (H=O’ T = B U A L S I A S I )  * OUTPUT 

1 C UTO = TEMPERATURA SU TUTTú LO SPAZEO ( E C C E T T O  CHE A L L ‘ I H F I N I T O  -CIOE’ 

C VETTORE DI DEN KH-1 * INPUT DA PROGRRHHA 
C C R T  = GRADIENTE DELLA TEMPERATURA A t t A  S U P E R F I C I E  (E’ NOTO SOLAMENTE 
c QUELLO CZL TEWPO “=O) f OUTFUT 

C V f H Z  = VELOCITA’ I N f Z I A L E  D I  CRESCIJA DEL R A G C I O  
c D E L L A  B O L L A  * INPUT 

C Y = VELOCITA’  D I  CRESCXTA DEL R A C G I O  DELLA BOLLA (DERIVATA 
c TEMPQRALE D I  R )  i): OUTPUT 

c SUPERFICIAL€  r): INPUT DA SQTTOPRQGRAHWA 
C E L L E  = CALORE LATENTE * INPUT 

C ROL = DENSITA’  DEL L I Q U I D O  f INPUT 
C TVAR = PARAMETRO PER LA V A R I A Z I O M E  DEL PilSSO TEPfPüRi9LE * INPUT 
C ZDAT = PARAMETRO. SE SI STUDIA IL COLLASSO Vl lLE 1 .  f INPUT 
C BOAT = PARAMETRO PER FERMARE f L  COLLASSO. RAPPORTO TRB 
c RAGCIO 1HXZIAl.E E R A C C í O  F I M L E  * INPUT 
c 

1 

~ O ~ ~ ~ N ~ ~ A ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ T ’  T ~ D A T , Z D A T , D D A T I K H I K ~ ~ S H ~ S ~ ~ R I N Z I V ~ M Z  
C O ~ M O W T I f l Q f i R / T V A R  

COMNON/CQF,’CC,EE 
C O W ~ ~ N P ~ I S T E / U X P ~ , U X P ~  

C O M ~ O N / B O L L ~ / E L L E , T K ~ ~ P ~ , R ~ L , P ~ ~ ~ P 8 , S I e ~ A  
COMMON/CALCOL/DH,DTa KNI r K H 2 i K H 3 t N T , T  

COHWONt‘SfAWPíGRT, R ,  V,  UT,UO, UCONT 

C ONfl ON í ZE RU/ OTZER O 
c ~ H ~ ~ o N ~ D E H S / R O V ,  O R O V  

CDMWON/DERIV/UX 
FRRl‘rPIETER N N N = l O i O  

O IMEHS I O N  

C LETTURA D A T I  

c 
C AZZERAPIENTO UELLA TEMMPERATURA I H l Z I A L E  PER M O T I Y I  DI 
C P R E C I S I Q N E  DEL CQLCOLO 

UTO( NNN ), G( N N N ) ,  UT( NNN ) I  UXC NNN ) 
DIMENSION T S T ( 8 > , T S T 2 { 8 ) , T S f S ( 8 )  

CALt C E G G l  

T8=0 
c CALCOLB DI ALcufvr PARÁFIETRI 

-- -_- --- ~ -y_*-- - -___ - CALL F I S I C A _ -  __ 



1 

7 

i 
l 
3 

1 
1 
3 
t 
2 
3 
4 
T 
6 
7 
3 
3 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
O 
1 
'2 
13 
i4 
ss 
& 
17 
18 
19 
10 
il  
L2 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
18 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

If(ZDAT.WE. 1. )R=RINZ*l.Oi 
I F ( Z ü A T . E Q . l . ) R = R I M Z  

V = V  I N Z  
RFIH=R I N Z l B Q A T  

CALL DEN$ TT< T S  I R  ) 
KH l=KH-1  
KH2=K H- 2 
#H3=KH- 3 

CALL STAMPAC 1)  
CALL STAPlPfV 4 )  

c 
F 
I, 

c COMOIZXOblI I H I Z I A L I  
DO 1 I = l , K M l  - _  - 

UTO( 1 )=T8  
1 CONPINUE 

C COWDiZ IONI  AL CONTORNO 
UCONT=T8 

110, 

c 
c 
c 
C 
C 

GRT=O 

NT=1 

ASSECNAHENTO DX UTD AL VETTORE UT E ALLA V B R I k B I L E  U0 
PER POTER UTIL IZZCIRE I L  SDTTOPROCRANNA Di STQMPA 

UO=UTOC 1 ) 
OIFPER=1000. 

DO 22 I=l,KH2 
Il=I+l 

UT(  I }=üTO( 11 ) 

C CALCOLO DI G AL L I V E L L O  Z E R O  

c 
C 

22 C O N 7  INUE 

CAtL GZ ER Q i C , U T O I UC O NT 8 R , V ) 

U X P l  =O 
UXP2=0 

UX( 1 )=O 
I fX(  2 ) = O  

C CICLO FONDAMENTALE DI CALCOLQ OELLA SOLUZIONE 5AL PRIMO L I S E L L O  
C I N  PO1 
c 

DO S NT=2/ l (T  
DTP=DT 
IF(ZDCIT.NE.1 .  .AND. 
DIFPER . L T  .TVAP. .ANO .VRDT . L T  .TrdBR )DT=DT*2.  rk 

I F ( Z D A T . E Q .  1. . A N O  . V R D T . C T . T ~ A R ) D T = D T / 2 .  

26 
27 
28 
29 
30 

__ - 



131 
132 . 
133 
134 Ilr TSTS( 11 > . L T . Q T )  

136 7 EOHTINUE 
137 19 I F t Z D A T . E Q . 1 .  > 

TST3( 1 I >=-As$( T-2.  *la**< - 1  1% 1 .O i 1 
TST5( 11 )=EIBS( T-5. * 1 O * * (  - 1 1% 1 . O > 

IF( TST( 1 1 > . L T  . DT - OR . TST2( I f 1. L T.  DT . OR . 

135 Ilr YRITE(  6 1 3 3 ) T  J U Q J  R t YJCRTI  D T ,  NT 

138 
139 
140 KT Q=KT- 4 
141  
142 f CALL STAMPA(: 5 ) 
143 C CALCOLO DEL HUOVO YETTURE G CON FORflULI3 DI RICORSIONE 
1 4 4  
145 DO 6 1=1'KH2 
1 4 6  E l = I t l  
147 
148 6 CO H T I  HUE 
149 
150 IFCU0.NE.O)DIFPER=C1Ec(CUs-UoP>/uo> 
151 V R D T = Q B S ( V / R * D X )  
152 
153 I F C T .  GT . S T  >COTO 122 
154 IF( Z D A T .  E Q .  1. . A H D .  R. L T .  RF1N)GOTO 122 
155 5 CONTINUE 
156 G0 TQ 111 

* I I R I T E t  6 ' 3 3 ) T  J U O I  R J v ,  C R T I  DT, NT 
1 F€ ZDAT. EQ . l .  . A N O .  ~ ~ Q D ( N T J  2 5 ) .  EQ . O  X A L L  STAMPA( 5) 

IF( NT.  L T .  4 .  OR. HT.  EQ .10 1. OR.  HT .CT . # T e .  OR .NT .EQ. 1001 > 

GC 1 )=( €DTPtDT>*UO-DT*G< 1 )>/DTP 

G t  E 1 ) = C (  DTP+DT)*UT( 1 )-5T*G< 11) )/DTP 

G ( K H  )=(( DTPtDT )*UCúNT-DT*G(KH ) ) I D T P  

1 F( U0 . EQ . O ID I FPER= 1 000. 

157 122 bfRITE(6~33 ) T J U O I R J V ,  CRT, D T ,  WT 
158 33 F O R M A T ( J  T = ' ~ E 1 8 . 4 , ~  UO='~E14.88' R=',E14.8tJ Y= '  
159 * E14.8~' G R T = ' , E 1 4 . 8 r J  D T = ' I E 1 0 . 4 J 8  MT='II51 
1 4 0  CALL STAFIPA( 5 1 
161 1 1 1  STOP 
162 EN D 
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8 
9 
10 
1 1  
12 
13 
14 
15 
16 
17 
1% 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
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SUBROUT X N E  L E G G l  
C 

C ISETTENDOLI  I H  A R E A  D I  COMDIOH 
G QUESTO SOTTOPROGRAWHH LECCE TUTTI I DATI E I P H w w ' r R I  HECESSF 

C 

c 
8 88 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

9 

1 1  

12 

70 

71  

72 

73 

99 
1 O0 

URITE(6ii) 

R E A D  (5 '2 .1 K H  
h i R I T E (  6 ' 3  ) 

R E A D ( 5 , 2 )  MT 
U R I T E ~ ~ J ~ )  

R E A D ( S 8 S )  SH 
M R I T E ( 6 ' 5 )  

R E A D ( S , 2 )  CiT 

U R I T E (  6'6 1 

REiSD(4;,2) P 8  
I d R I T E ( Q , 9 1  

READ(Sp2) T 8 D A T  
b l R I T E ( 6 , I .  1 

READ(1S)L' )  V I N Z  
IdR 1TE(  B t 12)  

REcZD(Si 2 ) D T Z E R O  
W R I T E ( 6 , 7 0 >  

R E A D ( 5 i 2 ) T V A R  
M R I T E ( 6 , ? 1 )  

R E A D ( 5 , 2 ) Z D A T  
I F C L D R T . E Q . 1  . ) M R I T E f 6 , 7 2 )  

IF(ZDAT.EQ.1. ) R E A D ( 5 1 2 ) R í , N Z  
I F ( Z D A T . E Q . 1 .  S U H I T E i 6 i 7 3 )  

1 F ( ZDRT . EQ . 1  . )READ( 5 > 2 )GDAT 

F O R M A T ( '  S C R I V I  I L  VALORE D I  K H ' )  

FORlYfAT 0 

F O R f l A T ( '  S C R I V I  I L  VALORE D I  K T '  1 

FORDlAT ( '  S C R I V I  I L  VHLORE D I  S H ' )  

FORHAT ( '  S C R I V I  I L  VALORE D I  S T ' )  

I F ( K N . L E . O . O R . K T . I E . O . ~ ~ . ~ H . L E . O . O R , C T . L E . ~ ~ ~ ~ T ~  99 

FORWAT ( '  S C R I V I  IL VALORE D I  P 8  I N  A T M O C F E R E ' )  

F O R R A T O  S C R I Q I  I L  VALORE D I  TsDkT 114 G R A D I  KELV1I . I ' )  

F O R W A T t '  S C Ñ I V I  I L  VALORE 01 V I H Z  I N  C H I C E C '  

F O R H A T ( '  S G R I V I  I L  VULORE DI D T Z E R D '  

F O R N A T O  S C R I V I  I L  Y l l LQRE DI TIi'AR' 1 

FQRHIST( '  PER I L  CQLLHSSO SCRIVI 1 ' )  

F O R f l A T ( '  S C R I V I  IL VhLORE D I  R I N Z '  1 

F O R M A T i '  S C R I Q I  IL QALORE D I  B D A T '  ) 

C;O T O  55 
U R I T E (  6,100 > 
FORDlAT< '  UNO D E I  S E G U E N T I  D A T I :  K H , K T i S H i S T , R I S U L T A  

d< N E G A T I V O  O HULLO' ) 
G O  T O  388 

EN!? 
55 R E T U R N  



WR ITEC 6,296, ) T Y A R  
296 F O R M A T (  ' T V A R  = ' ,E14< 81 ' ( F A R A M E T R O  PER LA V A R I A Z I O M E  ' * 'DEL PASSQ T E M P O R A L E ) ' )  

R E T U R N  
5 
5 1  * 
511  * * 

i9( * * 



65 
66 
$7 
68 
di9 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 

7 74. 

* 

5 00 
50 O0 

501 
50 10 

5 02 
50 20 

5 20 
53  

2 
3 

C O N T I  NUE 
CONT I N U E  
C O N T I N U E  

R E T U R N  
E MD 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

-3- 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

; 
9 

10 
11 
12 
13 



1 
2 
3 
4 
5 
E 
7 
8 
9 

%O 
11 
12 
13 
14 
15 
Ibi 
17 
18 
13 
20 
2 1  
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
34 
5'7 
58 
39 
66 
61 

3 62 
63 
E4 



.. - 
Gis 
66 
67 
68 
69 
?O 
71 
72 
73 
74 
?5  
76 . 
7 1  
78 
79 
86 
81 



2 C C A L C O L O  D E I  DUE QPERATORI  T R i D I A G O N R L i  G! E R 
3 c 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 - 2  
27 
28 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

-- 
1 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
1 1  
12 
13 
14 
15 
16. 
17 
18 
19 
20 
t l  
22 
23 
24 
25 
26 
27 - 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 

-- 

c 
c 
c 
c 
C 
c 
c 

e 

1 

3 
QUESTO SOTTOPROGR&#Wfl CEtLCOLA I L  VQLORE DEL Gkf iDIEMTE DELLfi  
TEWPERATURA ALLCI SUPERFICIE  OELLA BOLLA AL L I V E L L O  M T  
U T I L I Z Z A N D O  UNA FúRl4UtA I H P L I C I T A  PER 1 1  Cf iLCOLO DEL 
GRADIENTE SU TUTTO LO SPAZIQ 
O0 = OIAGONRLE P R I H C I P A L E  
08 = D I A C O N A L E  INFERIORE 
DP = 'DIACONALE SUPERIORE 
TER= VETTORE D E I  TERFIINI NOTI 

PARáMETER NN= 10 1 O 
C O ~ ~ R O M ( P ~ ? R ~ ~ B / ~ D A T J  T8OATt Z D A T J D D A T I K H I K T ,  S H t S ? r R I N Z , V I N Z  

CQflNÓHJCOFtCC, EE 
CO~MON/CAbCOLJUH,DI,KH¶ J K H ~ I K H ~ I W T I T  
COWHOM/DEHS/ROV, DRúV 

CO fl H O N i  DER 1 V í  U X  

DP( 1 )=DH+5. *E€ 
00(1)=4*üHt16.*EE 

COWIION/BOLLA(ELLE J TKAPPh > ROL J PI  VI P 81 S IGMk 
D I N E H S I O N  G(KH3, U T ( K H ~ ) I U X C N H ) I  DO(Bl fJ  } J  BpI( HN ) J  DP( HN ) , T E R (  NN 1 

TER( l)=Ur(2}~(J.+EE*14.5/DH~-UTS 1)*8.*EE/DH-DH*CC*VfN * -UQ*< 3+6 .S*EE/DH 1 
DO 1 I Z ~ J K H ~  

I1= I+ i  
1161 a =1-1 
DO( 1 )--4*DH/3 
DP< i )=OH/3 
DR( 1 )=OH/3 
TER(  1 &UT( 1 1  )-UT( I M 1  3 

CONTINUE 
D M  KH2 ) = D H i 3  
DO< KH2 )=4*DDH/3 
TER(KH2)=UTKW-UT(Kt-l3 
CAL L 
ESSE=(48. * l f (UTC1 )-UO)/DH-2O.*UXS 1 3 + U X S 2 3 ) / 2 9 .  

RETURN 
E HD 

SOL TR 1 ( DO, DPír DP J TER 1 KH2,  UX 3 

GRT=(ESSE+Q. *DH*CC*VIHISS.iEE >i( l+G.*DH/ZS./EE) 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
1 %  
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
28 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
4 1  
42 
43 
4 4  
45 
46 
47  
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
53 
56 
57 
58 
59 

c 
c 
c 
c 
c c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c c 
c 

c 
c 
c 
c 

QUESTO SBTTOPROGRARRR R I S O L V E  UN S I C T E M O  LINEARE LA C U I  M A T R I I  
HA STRUTTURA TRIDIRGONALE 

f4fi = O I A G O N F I C E  P R I N C I P A L E  DELLA R A V R I C E  * INPUT 
ff6 = D I i E Q N A L E  I N F E R I O R E  DELLA M A T R I C E  * SHPUT 
MC = DIClGONFiLE S U P E R I O R E  DELLA M A T R I C E  * XHPUT 
F I E R f l I N I  N O T I  * INPUT 
N -? N. D i  E L E H E N T I  DEL SISTEWA * I N P U T  

e *** LEGENDA *** 

x ñ: S O L U Z I O N E  DEL S I S T E ~  * o u n w  

I L  i 4 E T O D O  D I  C A L C O L O  D E L L A  S O t U Z I O r J E  E '  BUELLO CLASSICO 
O E L L A  LETPER6TURAt  BEISATO SUtbR FATTORIZZUZIONE I M  D U E  
PIATRICE B I D I R G Q N A L I ,  U N  A I H F E R I O R E  E UNA SUFEREORE 

4 66 W R I T E ( 6 , 5 )  ( A ( L  ) i L = l , N )  
5 F O R W A T < '  A N H U L L A M E N T O  D I  UN VRLORE O 1  A ,  FATTORIZtAZIf- 

*I MPOSS I &  I LE ' 8 J ,  1 OOC t O E l  O .  4 t t' ) i 
RETURM 
EHD 
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CONCLUSIONI E ULTERIOR1 SVILUPPI 

Lo s t u d i o  numerico d e l  problema modello, d e l  casi  d i  

c r e s c i t a  e d i  c o l l a s s o  d e l l a  b o l l a  d i  vapore n e l  sodio ,  

c i  hanno f o r n i t o  un t e s t  p i b  che sodd i s facen te  della e f f i ca -  

c ia  d e l  metodo d i  i n t e g r a z i o n e  p ropos to  n e l  cap. 30 .  

11 f a t t o  che il n o s t r o  l avoro  abbia  p re so  spunto  da1 pro- 

blema concre to  d e l l a  dinamica d i  una b o l l a  non deve far cre- 

dere  che l ' a p p l i c a z i a n e  d e l  metodo d i  i n t e g r a z i o n e  s i  l i m i -  

ti a t a l i  fenomeni f i s i c i .  La s t rut tura ,  p i u t t o s t o  generale., 

d e l  problema parabol ico  c o l  legame a l  contorno  t r a  d e r i v a t a  

temporale e g rad ien te  s i  pub n d a t t a r e  a d  a l t r i  problemi d i  

natura d iversa .  

Concludendo ques to  l a v o r o  vogliamo e v i d e n z i a r e  che l o  

scopo in i z i a lmen te  p r e f i s s a t o c i  s t a t o  pienamente raggiun- 

t o ,  avendo o t t e n u t o  uno s t rumento d i  calcolo preciso e velo- 

ce su problemri d i  d i f f i c i l e  o a t tua lmente  impossibi le  so- 

luz ione  a n a l i s i c a .  I n o l t r e  c i  & s t a t o  p o s s i b i l e  s t u d i a r e  

p e r  l a  prima volta ( p r e c e d e n t i  s o l u z i o n i  d i  a l t r i  a u t o r i  

erano molto appross imat ive)  i n  d e t t a g l i o  il c o l l a s s o  d i  

una b o l l a  d i  vapore, 

Le limiee d i r e t t r i c i  su cui  continua ques to  s t u d i o  sono 

essenzialrriente due: il raf f inamento  d e l  metodo numerico e 

l ' a p p l i c a z i o n e  d e l l ' a t t u a l e  metodo a problemi d i  b o l l e  i n  
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carnpi d i  preasione va r i ab i l e  e temperatura i n i z i a l e  non 

uniforme. 

Per quanto riguarda il raffinamento del  metodo numerico, 

s i  procede a generalizzare l o  scheíha d i  integrazione tem- 

\ 

__ .. - -_.- 

porale implici ta  p ropos ta  per  il problema d e l l a  b o l l a  

(schema che, tra l'altro, consente un risparmio d i  tempo 

d i  c i r c a  un terzo r i s p e t t o  a l  corrispondente metodo e s p l i -  

c i t o ,  evitando, come abbiamo vis to ,  il calcolo d e l l e  deri- 

vate  seconde) 

Riguardo al l 'appl icazione a c a s i  d i  bol le  in campi d i  pres- 

sione var iab i le ,  il metodo numerico non va modificato, po- 

t s n d o  essere immediatarriente es teso  8enztl difPiCOlthe A l -  

t r e t t a n t o  s i  pub dire p e r  campi d i  temperatura i n i z i a l e  

non uniforme. 
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