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I1I.

INTRODUZIONE

Scopo del presente lavoro & lo sviluppo di un metodo nu-
nierico di alta approssimazione ed efficienza per la risolu-
zione di problemi parabolici per i quali ci sia al contorno
un legame tra la derivata temporale e il gradiente.

‘E3primendo tale classe di problemi in formule:
a(x, €. e,é)ﬁfu b(x &R, é)__.&«g < x<x<

o€
52;% . [g(e wleo,t), R, R)L/ + 7[&,“(*,,,5),/3, R)
1.4 u(xo) = £(+) J{
u(x,t) b M 9:: endid S vane

R= At wlxt) R R)
R(_O):: Ro R(O) =

La motivazione di questo lavoro & stata lo studio della
dinamica di una bolla di wvapore in un liquido. lLe equazio-
ni che regolano guesto fenomeno, nell'approssimazione di

simmetria radiale, si possono scrivere:

(2.4) $9: (_,u )JT T  Rl)erm <0
tz.

dt 9t
2-2) 47r/2‘/<_?2f - Afrusa[,)g/n Lol R
2 fesye) 3 ;#‘ "N ~+ /(5)
@) T(evo)eTw T(a¥ 27

@y R=a[-3 02 (p (1) po-260)]

0 G'To. V(O:V
(25) R(o) = Pm) 2 )
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dove T & la temperatura del liquido, T 4, 1@ temperatura
(che supporremo costante) iniziale e lontano dalla bolla,

R il raggio della bolla, Ts la temperatura.alla sﬁiéEficiéi
della bolla, D la diffusivitd termica del liquido, k la
conducibilitd termica del liquido, L il calore latente,

‘f la densitd del liquido, Pe la pressione (costante) del
liquido, 6'(T) la tensione superficiale alla temperatura
T, fv(T) e pv(T) rispettivamente la densitid e la pressione
di vapore alla temperatura. T.

La 2.1 & l'equazione dell'energia nel liguido, la 2.2 &
quella dell'energia all'interfaccia bolla-liquido, la 2.4
deriva da quelle di continuitd e di conservazione della
quantita di moto.

L'interesse pratico di questo tipo di problemi concerne
fenomeni direbollizione che hanno assunto particolare im-
portanza negli impianti di generazione di energias, in par-
ticolare nei reattori nucleari.

Le equazioni 2 sono state modificate effettuando la tra-
sformazione h = 1/3 (r3/R3 - 1). Tale coordinata lagrangia-
na ha un duplice vantaggio. Da un lato essa fissa a zero
la superficie mobile della bolla (h=0 se r=R(t))e dall'al-
tro rende possibile ltintegrazione con un geticdlo spazia-

. le che, nella variabile h, resta inalterato nel tempo,
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mentre nella variabile r originaria si estende all'aumen~
tare del raggio. Questa seconda caratteristica assunme
particolare importanza perché la crosta sferica intorno
alla bolla in cui gli effetti termici sono rilevanti si
allarga col tempo.

I1 metodo di integrazione adoperato & di tipo compatto
e implicito. La caratteristica principale & 1l'uso di una
approssimazione dell'intero operatore parabolico 6&%¥1+ L%%
invece che di approssimazioni diverse per i singoli ter-
mini. I'alta velocitd & raggiunta con l'uso di matrici
tridiagonali che danno luogo a sistemi risolubili molto
rapidamente.

I1 metodo & stato accoppiato all'integrazione temporale
del tipo Crank-Nicolson, che & del 2° ordine,

Per verificare l'attendibilita dei metodo numerico di
integrazione, si & cercafo un problema avente la struttu-
ra 1, di cui fosse possibile determinare la soluzione a-
naliticamente mediante trasformate integrali. I1 confron-
to fra risultanti analitici e numerici si & rivelato e-
stremamente positivo, confermando l'elevata precisione
(del 4° ordine nella parte spaziale) e velocitd del metodo.

Ltapplicazione di tale metodo numerico alla dinamica di

alcune bolle ha mostrato alcune instabilitd nell'integra-
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zione temporale, che sono state eliminate rendendo tale
integrazione implicita.

I risultati del caso della crescita di una bolla nel
sodio surriscaldato concordano perfettamente con preceden-
ti soluzioni approssimate di altri autori nei campi di va-
liditd di queste ultime. E' stato possibile anche studia-
re per la prima volta casi di collasso di bolle, che sono
spunto di interessanti considerazioni su fenomeni di o-
scillazione.

In definitiva si pud dire che lo scopo iniziale che ci
eravamo proposti & stato pienamente raggiunto.

I1 lavoro tuttavia prosegue in due direzioni. Da un la-
to si sta cercando di affinare ulteriormente il metodo nu-
merico e dall'altro esso viene applicato ad aléri casi con-
creti quali la dinamica della bolla in campi di pressione

variabile e in campi di temperaturs iniziale non uniforme.




CAFITOLO 10

La dinamica di una bolla di vapore in un liguido

1. Generalitd sulla dinamica delle bolle

Premettiano un'importante distinzione tra due categorie
di bolle in un liquido: le bolle di gas e quelle di vapore.
Nelle prime si considera che la cavitda sia riempita essen-
zialmente di gas e che sia trascurabile la presenza di va-
pore del ligquido. Le bolle di gas sono familiari = chiun-
que,essendo presenti nelle bevande gasate; la loro impor-
tanza si estende ai processi di degasamento di liquidi ed
esse vengono usate anche nei reéttori chimici per favorire
reazioni gas-liquido. Le bolle di vapore sono invece costi-
tuite prevalentemente di vapore del liquido. Queste ultime
possono a loro volta suddividersi in due classi: bolle di
cavitazione e bolle di vapore propriamente dette. Questa
ultima distinzione & basata sull'importanza che hanno gli
effetti di scambio termico nelle bolle. In una bolla ai
cavitazione la dinamica & regolata soprattutto dall'inerzia
del liquido, mentre in una bolla di vapore gli effetti ter-
mici sono dominanti. Cid che determina la differenziazione
¢ sostanzialmente la densiti del vapore, come si pu6 chia-

rire col seguente esempio.




Supponiamo che una bolla cresca nell'acqua fino a un raggio
R in un tempo t. L'energia termica necessaria per riempire
la bolla di vapore in equilibrio termodinamico con l'acgua
& .ém/fé /"f' (T) , dove L & il calore latente di evapora-
zione e /’f}(T) d la densitd di vapore di equilibrio alls
temperatura T dell'acqua. Questa energia & fornita dalla di-
minuzione d4i teﬁperatura.éyT del liquido intorno alla bolla
in uno strato di spessore VBZ’ (come si vede che accade in
generale nei fenomeni di termoconduzione - cfr5[8] ), dove
D=Kf ¢ @ la diffusivitd termica, f, la densith del liqui~
do e ¢ il calore specifico. Il calore fornito nel tempo ¢

¢ quindi (A‘ITRZK __VT) € ; approssimando il gradiente
VT \}4“{} si ottiene 4 mR*Ibt ﬁ_:cATn. Uguagliando. 1le
due .quantitd otteniamo una diminuzione di temperatura AT
Per l'acqua a 15°C con R=0.1 cm., t=10’35ec,}zg=1.3‘30-5g/cm3
si trova AT—’: 0.2°C che causa una diminuzione di pressione
di vapore di circa 1'1%, che & trascurabile. La crescita
sard quindi limitata essenzialmente da fattori inerziali e
parleremo quindi di bolla d4i cavitazione,

Se l'acqua & viecina a 100°C, la densita di vapore di equi-
1librio & circa 46 volte pil grande di quella a 15°C, per cui
AT= 139C, con una corrispondente diminuzione della pres-

sione di vapore di circa il 50%. Chiaramente in questo caso
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la dinamica della bolla & fortemente influenzata dal tra—
sporto di calore verso la sua superficie ed essa cresce
pil lentamente. In questo éaso parliamo di bolla di va-
rore propriamente detta.

Le bolle di cavitazione si formano di solito in con-
dutture e macchinari idraulici guando l'elevata velocitd
locale causa un abbassamento della pressione sotto guella
a cui il liquido bolle. Sono ben noti i danni da usura e
corrosione che esse producono al momento del collasso sul-
le pareti.

Le bolle di wvapore sono presenti in tutti i fenomeni di
ebollizione. La lorce importanza & relativa soprattutto alla
funzione che svolgono nei liquidi di raffreddamento (un e~
sempio & il sodio, del quale ci occuperemo in seguito, che
viene utilizzato come refrigerante nei reattori nucleari
veloci). Il calore sottrutto per convezione dal liguido
alla superficie solida che si vuole raffreddare, provoca
un abbassamento di temperatura della superficie stessa che
¢ minore di quello che si avrebbe se gquesto calore contri-
buisse a far crescere bolle di vapore. Infatti il calore ne-
cessario per l'evaporazione di un liquido & molto elevato e
la crescita di una bolla di vapore abbassa notevolmente la

temperatura della superficie.
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Volutamente non abbiamo accennato al problema assai
complesso, e ancora praticamente irrisolto, dellas na-
scita di una bella in un liquido. L'ipotesi pilt accre-
ditata & che le impuritd presenti nel liquido agiscano
da nuclei di formazione delle bolle stesse,

In ogni caso, come vedremo nel cap. 7°, le condizioni
iniziali della bolla hanno un effetto praticamente nullo
ai fini dell'evoluzione della bolia stessa, per culi non
& mecessario conoscere il meccanismo che porta alla sua
formazione per studiarne la dinamica. In pratica,nella
trattazione che segue,partiremo sempre da una bolla gid

formata e imporremo ad essa delle condizioni iniziali

opportune.
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2. La dinamica di una bolla di vapore in un liquido

Equazioni meccaniche

Consideriamo un liquido esteso indefinitamente e a ri-
poso e una cavita riempita di vapore al suo interno. Suppo-
niamo che il liquido sia incomprimibile e che la viscositd

sia trascurabile. Possiamo allOra scrivere l'equazione di

Eulero [8]

J AN
(2.1) ‘S—Ev: + (‘I__).\I f P

dove V & la velocitad del liquido, F la pressione e/ﬂ la
densita., |

Poiché, nelle ipotesi fatte, la bolla & lontana da super-
fici solide e da altre bolle, vale l'approssimaziune di sim-

metria radiale. In coordinate sferiche la 2.1 diventa:

e vy I 1 P
2.2 YV = -
¢ > ot MY S ot

La velocitad V, pud essere determinata in modo semplice ap~-
plicando il principio di conservazione della massa. Presa
una sfera di raggio r concentrica con la bolla (di raggio
R), la massa di liguido spostata dall'espansione della bolla

stessa in un intervallo di tempo dt, sard:

@.3) fZ, Wﬁlédf
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Ma questa quantitd deve essere uguale a quella che attra-
versa la superficie della sfera di raggio r, che risulta:

@.4) [J L et v dt

Dall'uguaglianza di Z.3 e 2.4 risulta

. BRr
23) v = %
Naturalmente questo & anche il risultato che si ottiene
dall'equazione di continuitd per liquidi incomprimibili
V-v=0 .

Sostituendo la 2.5 nella 2.2, otteniamo

@) () z’-(‘bz( ) g‘i‘

da cui
<2 2 e = 2.

7 2RE ., 2, RE(2RE). .10
&} 22 [4 (A /‘ e

Integrando la 2.7 tra r e oo, otteniamo
2.8) 2RR , R'E _ RUA'
( ) . + z >34 -4- (foo f)
che per z=R(t)vale
ve 3 hd Z= _ i _
@9) RR+ 2R 7 (= ,o,.)

Seriviamo ora la formula di Laplace

@19) pi-pa-= ,%i

dove /D‘: ¢ la pressione interna alla bolla, PR la pressione

del liguido alla superficie della bolle, 6 & la tensione




superficiale e dove abbiamo trascurato il termine a destra
——£¢ﬁ ﬁ perché piccolo (nel caso del sodio la viscosi-
ta :;namica/u::1£463504134'mentre la tensione superficiale
G 10* dyﬂ'add , per cul, a paritd di raggio, il termine
di viscositd risulta apprezzabile per velocitid superiori

a ﬁDSGM'54; che vengono raggiunte sulamente nelle fasi
finali di collasso, quando anche l'approssimazione sferica
perde la sua validitd) (°)

Con la 2.10, la 2.9 diventa

11) RR+ 2 R*= -/i;(ftrCTa)-—Pw- 22@))

che & l'equazione "dinamica" della bolla di vapore, dove
abbiamo indicato f; con.FQ{ﬁéper gottolineare la susg di-
pendenza dalla temperatura superficiale della bolla, e abbia-
mo anche scritto 6 come funzione della temperatura super-
ficiale (nonostante sia praticamente costante).

All'equazione 2,11 andrid quindi accoppiata la soluzione del-
la equazione dell'energia che ricaviaho nel paragrafo se-

guente,

(°) La relazione 2.10 si ricava da quella generale

Py-pa= J(é—;-r -é-z) dove Py e P, sono le pressioni alle

superfici a contatto di raggio di curvatura rispettivamente
Re e Rz . Per superfici sferiche di raggio R a contat-

to, risulta la 2.10, (cfr par. 60 '[8])




Dalla 2.11 possiamo definire un raggio di equilibrio
(che risulta instabile) per la bolla

0.2 R, - 2001
P (%s)- P

3. La dinamica di una bolla di vapore in un liguido

Bquazioni d4i scambio termico

Seriviamo il primo principio della termodinamica per
un volume generico V nello spazio occupato da un liquido
incomprimibile
C;.ii) Lj'% = :;€Q
dove XQ & la quantiti di calore acquisita dal volume V in
un tempo dt,eig & la corrispondente variazione di energia
contenuta in V e il termine di lavorolad{f ¢ stato omesso a
causa dell'incomprimibiliti del liquido.

Risulta che

G2) o d (¢pdV 4 [pey.n os
ot ol € v /9 4é(y9

dovle & la densitd del liquido, £ la densitd di energia per

V' la velocitd del fluido, # la normale u-

o

unitad di massa,
scente dalla superficie S che racchiude il volume V.
I1 secondo termine a destra & il contributo del flusso to-~

tale di energia dovuto allo spostamento di fluido attraver-
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so la superficie S (convezione).

D'altra parte risulta che

(3.3) JR = (—-/J“Tg ols)olf

ciod uguale al flusso totale di calore trasportato per con-
duzione attraverso S nel tempo dt; il segno meno & dovu-
to al fatto che ad un awnento di energia corrisponde un

flusso di calore entrante (ciod& di segno opposto a 1 ).

Riscrivendo la 3.1 otteniamo

@l’) jffo(V—f/fQqu/s‘-—/rro(s
4 2

Per il teorema della divergenza, poiché/P & costante, si ha

of [ oy Velev)oVa-( V-qdv
N JALRY, 7(ex) SO
da cui,derivando sotto il segno di integrale, otteniamo

3.6) /V[/&Zéé +_V'(er)) + 17-3] AT =

e quindi

Q—?)/_[y(gf* ¢Tveve) +Jg]dV=0
4

J1 termine sotto il segno di integrale deve percid essere
identicamente nullo., Poiché q -k YIT, de=c dT ,

—

EZ'}{T"<> y dove k & la conducibilitd termica del

liquido che supporremo costante, il che & una buona appros-—

T
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simazione per intervalli di temperatura non troppo grandi,

e ¢ & il calore specifico, dalla 3.7 deriva che

G8) fedl 4 fexIT-%kV'T=0

e definendo J) = K/fc (difi’usivité termica del liquido)
risulta T

b9) DVT-L-YT =

In coordinate sferiche per la bolla a simmetria radiale,

otteniamo dalla 3. 9

O [2* 2T ST o IT
(3:40) ‘%‘ ( )-"V” Ve = St

Sostituendo nella 3.10 il valore di 4, calcolato nel para-

grafo 2 (2.5) otteniamo>l'equazione dell'energia:

D 2 Dr) R OT . OT
@'ﬂ) 7* 9t Yo Tz v Ot

Alla 3.11 va aggiunta una relazione che tenga conto della
variazione della quantitid di vagore all'interno della bolla,
Deve risultare che il flusso di calore attraverso la super-
ficie uguaglia'il prodotto fra calore latente e velocita

di produzione di vapore. Essendo ét T!RB/V 0;) la massa di
vapore nella bolla, poimhé'iﬁr dipende solo da 1; lungo

la linea di saturazione, risulta |

G-42) 417'/8"‘1<Q;1’/ = Lf!;(%vfz"fv(n))

T2R(t)
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Ovviamente I )5 [k(ﬂ f)
Nel considerare questo scambio temmico alla superficie del-
la bolla abbiamo trascurato la conduzione di calore da par-
te del vapore, essendo piccolo il coefficiente di conduci-
bilita termica del vapore, e l'energia dissipata per visco-
sita, avendo assunto quest'ultima trascurabile (cFfr par.2).

Sviluppando il secondo termine della 3.12 otteniamo

4L (3RE o) R2sle .ef_v:)

T RK IT
@.13) 41 4

Dt/zzk(e) 3

da cul la relazione tra gradiente e derivata temporale di
cui faremo uso nella trattazione della soluzione numerica

del problema della dinamica della bolla.

4, La dinamica di una bolla d4i vapore in un liguido

Considerando i risultati dei par. 2 e 3, possiamo scri-
vere il problema della dinamica di una bolla di vapore in

un liquido nella sua formulazione completa:

D> D ’QI)_ R 9T _ 9T )< 2 oo
([119\) 2 p) (t 1é v? DZ: = DC R&)étd

2
(4.1b) 4TRK SDZT/Z_,M 4oL (3R po (L)1 R ,o//,)

Ts o

(4.1¢) T(vo)e Tw  T(xt) == T

@_’,4‘4) RR + 3R = ]'1_ (,0,,-(7'5)-[:..- Zi(Ts))

2

(4 te) R(o)s 26(0) f{(o):V
PVUB) fe
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Sono necessarie due precisazioni.'La prima riguarda il va-
lore di Pu cioé la pressione del liquido a grande distan-
za dalla bolla., Nella formulazione 4.1 non abbiamo indica-
to esplicitamente una sua dipendenza dal tempo e infatti
la supporremo costante nell'integrazione numerica,.
Tuttavia il problema 4,1 & generalizzabile a campi
di pressione variabile del liquido e, come vedremo, anche
la formulazione numerica & estendibile,
La secondé precisazione riguarda il valore d4i DC .
Bisogna innanzitutto distinguere il caso di crescita dal
caso di collasso della bolla. Per studiare un caso di cre-
scita & essenziale, se si vuole partire dal raggio di e-
quilibrio R@»dato dalla 4.%le, imporre una velocita inizia-
le diversa da zero, altrimenti il sistema resta in equili-
brio. Un'alternativa, che ¢ quella da noi adoperata nei
calcoli effettuati, & partire con un raggio lievemente
maggiore di quello di equilibrio (ad es:1%) e con velo-
citd nulla; cid equivale a imporre alla bolla una accelera-
zione diversa da zero, come si ricava dalla 4.1d.
Per il caso di collasso la velocitd iniziale pud essere
nulla perché si parte sempre da una situazione non di equi-
librio, essendo la pressione del ligquido f“ y maggiore di

quella di vapore alla temperatura del 1iquidoiu,(t) °
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CAPITOLO 2°

I1 metodo OCI-CN di integrazione numerica per problemi

parabolici

1. Il metodo OCI~CN

La sigla OCI-CN significa Operator Compact Implicit
Crank-Nicolson. Bssa indica un metodo nuwmerico, elaborato
recentemnente, per la risoluzione di equazioni differenziali
alle derivate pariiali, applicato in péricolare a equézio-
ni parabolidhe.

La sigla OCI si riferisce alla discretizzazione spa-
ziale, mentre CN 81 riferisce a quella tenmporale.

Al fine di meglio comprendere le caratteristiche 4i
tale metodo, riteniamo opportuno prima esaminare in detta-
glio alcuni metodi classici di risoluzione approssimata di

equazioni paraboliche.

2. Alcuni metodi numerici classici per problemi parabolici

Supponiamo per semplicitd di avere un oblema del tipo:

.3
21d gk Q- Qe Xo 4X 4 Xy

1)Wb)z wlwt)=ple)
&210) u (x’ o) =3 (x)
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Seritto in forma discretizzata il problema 2.1 diventa:
jeo 4V

.3

Q~2-°~) u;xj + “-;). = “.t; X; = jawfo
.2 b) us = £t wis £, (t.) €, ndt me0Le...
Q2e)  uf = ()

dove h & il passo di discretizzazione spaziale e 4f quel-

1o temporale e dove si sono usate le notazioni abbreviate:

Y= “= ) - - 2% duf .
bLl:. («L(XJ( t.«) M.\f; = ﬁ)f‘:« L{,\«Kj = ..DX‘ Xox e
#ou

VE et
Ltapproccio pilt semplice per risolvere il problema 2.2

P
ubz
7/

k‘kf
st

& quello di scrivere per ciascuno dei termini della 2.2a
una espressione approssimante. Se ci si accontenta del
secondo ordine nell'approssimazione spaziale e del primo

in quella temporale, si possono usare le seguentl formmle:

@.3a)  u’. - %7@ . O

J
@rv)  why < sbeedends  O()

r4

L3e)  w = :c.lz_é_m_% 0 (4¢)

Sostituendo le relazioni 2.3 nella 2.2a,si ottiene una

: Mmed
espressione esplicita per %°f

" I PR\ - ~ (g *
) e 12 4E) e AL (5, (4 L (¢ L))+ o(4} )
dove j varia da 1 a N-1, perché i valori di u, e W, sono

noti ad ogni istante di tempo dalle 2.2b,

Partendo dalla M§ , nota dalla 2.2c, tramite la 2.4 si

pud ricavareué e cosl via per il numero di passi temporali
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desiderato.
Se si desidera un'approssimazione spaziale di ordine pid
elevato, & necessario usare al posto delle 2.3 altre formu-

le con pil punti; ad esempio:

= 12 4
(2,.55) T ~ ey 46 Wiy = 30U 446 wjpg ~Uje + O(4%
12 4%

Le 2.5 tuttavia presentano alcuni inconvenienti. Pbdiché

@_59& “‘XJ' U+ 6)%‘—1 + 3%’*1 - L(jrz + Qgﬁl’)

j varia sempre tra 1 e N-1, i valori di Ujiea e UWUjaz
quando Jj assume proprio i wvalori 1 e N-1, vengono a cadere
al di fuori del contorno del campo di iﬁtegrazione. E' ne~
cessario percid introdurre dei punti "fittizi", per esem-
pio estrapolando la soluzione con formule dello stesso or-
dine del metodo usato (nel caso specifico del 4° ordine).

| Esaminando invece una integrazione tempofale.di piu al-
to ordine, passiamo a illustrare uno schema impliéito di
integrazione,
Se indichiamo con L&@b l'approssimazione discreta dell'in-
tero operatore parabolico, cioé del membro a sinistra della

2.2a, un metodo di integrazione temporale del 2° ordine &

quello di Crank-Nicolson, espresso da:

@) w-owr L )]
| Ak 2 42
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Dato che l(ujj risulta essere la somma delle Uwp e delle
ij , possiamo sostituire ad esso la somma delle appros-

simazioni 2.3a e 2.3b. Risulta quindi

S T WY TR U 2 ~ “ oM
( ‘(:Iti qﬁ Wd ZR(;J *“)‘:“ T i(z‘" - uj_‘ + uj,ﬁl‘tj'ﬂ(j,, + “’:;‘“ .,“J.‘:‘
2#a) "G ., % 2 F2A
At 2 ’2 2

che in forma pilt compatta si pud scrivere

LYot :nu ~” - f\ﬂ a:;
o) i G ) (5 () [

At 242

E' evidente che non si pud serivere la 2.7b esplicitando

M+ - : . . 1
Wi perché non si conoscono i valori di ujﬁ' e di u}& .

La 2.7b, per j che varia da 1 & N-~1, & un sistema di N-1

€4,

A4
equazioni lineari di incognite b%* , la cul matrice deil

coefficienti M e il vettore dei termini noti b hanno la

forma seguente:

GBIy g o
G4) (@049 adl
M - ~_ “ \\\“\\\ = bg"
&N EITE |
e | O G4) Gl e
(—“v.{\.)u:&@; A)u;‘*(%*% U, ,_.(!m_%) qo'ml -
bt -Ju (4ot)
[(3-2) s + (4 (4 +4) wi- (4 i
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per cui il sistema 2.7b 8i pud scrivere nella forma

(2.9) Huzb
Facciamo notare come il sitema 2.8 sia perfettamente ri-
solubile quando si abbiano le condizioni 2.2b, cioé si cono-
scano i valori al contorno.

Riassumendo, la procedura di integrazione & la seguente:
partendo da n=0, per cui il vettore b & completamente de~
terminato dalie 2.2b e 2.2¢, 8i risolve 1l sistema tridia-
gonale 2.8 ottenendo Mg . Ora il vettore b & noto per n=1
e i1 sistema 2.8 pud generare ooj . Si pud in guesto modo

procedere per il numero di passi temporalil voluto.

Il pregio fondamentale dei metodi di tipo implicito

¢ il fatto che la soluzi@ne al tenmm>tM,dipende dalle condi-
zioni al contorno al tempota , oltre che dalla soluzione al
tempo precedente tﬁd . Ci0 non accade nei metodi espliciti;
infatti, come si vede nella 2.4, la soluzione al tempo tﬂ

dipende solamente dalla soluzione al tempo precedente Chi .

La maggiore complessité‘di calcdio (risolvere un sistema NxN
® in generale pill oneroso che calcolare N espressioni) &
solamente apparente: infatti la struttura tridiagonale del
sistema 2.8 permette la sua risoluzione con solamente 5N
operazioni, dove N & l'ordine della matrice (cfr [2] )y
mentre i metodi di risoluzione per sistemi a struttura ge-

nerica richiedono N3 operazioni, Ovviamente un sistema tri-




16,

diagonale ha bisogno di sole 5N locazioni di memoria in
un elaboratore, contro le N2+2N di un sistema generico
(cfr [2] ).

Per questi motivi 1 metodi impliciti sono largamente
usati e recentemente se ne sono sviluppati alcuni con un
alto ordine di approssimazione. Nel paragfafo seguénte
illustreremo il metodo pilt recente e pin accurato per

problemi parabolici.

3. I1 metodo OCI-CN

I1 metodo OCI-CN & stato elaborato nel 1978[?], sulla
base di precedenti studi su metédi di alta approssimazione
per equazioni differenziali alle derivate parziall [6] .

Per illustrare in dettaglio il suo funzionamento, ci

riferiremo a un problema parabolico fi Dirichlet:

14
B.1a) L(u= &(,k‘k).gﬁ eb(x b)gu o e XLXLKy
G148y ulxt)=fult) w (% t) = L (8) £ro
@1 u(x, 0) = 3’(")
Separiamo la trattazione dell'integrazione spaziale da
quélla temporale sottolineando che i pregi del metodo OCI-

CN si riferiscono essenzialmente alla discretlzzazione

spaziale,




17

Seritto in forma discretizzata, il problema 3.1 diventa:

G2a) LUE & W0 6 47 = ) e b jeag
QZL) uo"‘_-_- {L(éh) (4;; 3 {z(ffﬂ) t',,\ =nAt M:O‘L‘Z___,,

Bie) wheglx) -

. . M,
dove si sono usate le notazioni abbreviate U;= u({htn)

2
alts afx: b bis blx: wre du o tE Jul “TEJZ—‘-&/
J (al«) J (Jﬂﬁ) X DXZ¥; XX; szﬁa ; Db [
@ dove h & i1 passo di discretizzazione spaziale, che sup-

porremo costante, e At quello temporale, che, come vedremo,
pdtré essere variabile.

Data l'impossibilitd di ottenere approssimazioni pil
alte del 2° ordine utilizzando solamente tre punti (cfr
2.3) del reticolo spaziale, per poter arrivare al 4° ordi~
ne senza usare le 2.5 (che coinvolgono cinque punti), oc=-
co}re cercare una relazione che coinvolga anche 1 valori
delle derivate nei punti adiacenti. In pratica si cercano

i coefficienti che soddisfano queste condizioni:
(3-?)(:{ ,%\_(x Useg ¥ {SMJ +J (r(.)"t): 5(4J,“+qu), * 7 Uy f@(ﬁéj
Qﬁ’) B.) "‘é{ ("{"u\jﬂ" P"u‘j *J,‘“j-t) = Jx“xxj“’f' &‘“x\; %"L”“xJ-i +0(.f~")

Operando con il consueto sviluppo in serie di Taylor, si

giunge a determinare tali coefficienti in modo che le 3.3

diventanos
@).A&) Ujeg = 45-1 - Uy AU + Uxeg + 0[2“)
| A 3

@.L b) f_‘g‘:x‘z“i*“jd o Moy 140 Up + Unn g . (9[49
&* 12
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Ricavando leS e Mxni dalle 3.4 e sostituendoli nella
3.2a, & evidente che non & possibile ottenere un'espressio-
ne di LUQJ che contenga solamente le ujp, perché si sono
introdotte anche le dérivate nei punti adiacenti (j-1 e
j+1). Non si pud percid arrivare, come si & fatto nellas
2.7, a un sistema tridiagonale simile al 2.8, che contenga
solamente le l@; s quando si accoppia questa discretizza-~
zione spaziale a quelia temporale di CranE-Nicolson.
Indipendentemente perd dall'integrazione temporale, dalla
sostituzione delle 3.4 nel primo membro della 3.2, non

¢ mai possibile ottenere un sistena tridiagonale.nelle
sole uﬁ « Tra l'altro si pone il problema che le 3.4
non si possono scrivere per j=0 e per j=N. Per questo mo-
tivo, se & possibile sviluppare un sistema tridiagonals

a blocchi 3x3, come si pud vedere in [1], per risolvere

il sistema formato dalle 3.4 e dalla 3.2, & sempre neces-
sario conoscere i valori al contorno delle due derivate

spaziali. In [6} viene tuttavia proposta una formula

vaggiuntiva alle 3.4, che applicata ai nodi 1 e N da:

Q‘-‘So; “Uy = bu, e Sdy ::.Z‘é Uz, + Zu,,3) . 0[&3)

Q-sb), -(4“_7_‘4 q,,,L+SqA,=/Z\(\4“ﬁ/5+ 2‘4&)_{_ @(&3) '

Come 81 pud vedere essa risulta del 3° ordine e, nonostante
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Che l'autore di [6] sostenga che essa & compatibile con
le 3.4, lﬂascia incerti sulla sua effettiva applicazione.
Non ci soffermiamo su questo argomento rimandando ai due
articoli [1} e (:6] , dato che il metodo OCI-CN supera
queste difficoltd brillantemente.

Le relazioni 3.4 sono sempre alla base del metodo OCI-
CN, ma l'idea fondamentale & ohe,invece di cercare due
approssimazioni distinte per le singole derivate spaziali,
® possibile discretizzare "in toto" 1l'operatore L[ujj ’

cercando i coefficienti che soddisfino questa relaziones

B4) Bt 80 g o ] i gL < (O
Kz

La struttura della 3.6 & identica a quelle delle 3.4, con

la differenza essa le sintetizza in una sola formula.
Tenendo presente la definizione di L(M}j‘ , attraverso lo
sviluppo in serie di Taylor si giunge a determinare le

seguenti espressioni (per i calcoli sviluppati cfr [1_] )e

C’ 6& RJ"rf\(S&JiE Za,b ) KZA -1

97 = [isa‘,.ia, 1~ 4 h(jug bjoq=biea ,)wﬁzlam b;. N
@7") +:6€’l "““‘g(‘-‘* %jeg by~ 2 m) z‘l’ ‘;.)*1

?Z 1[? (za”ﬁsﬁ ﬂ)-l- ?J(ZQJ’bng)* (Ze. ” KL,,)]
t; = .Zi.[% (ZQJ,i + 4&6\“‘ ?u [ZaJ- gbj)-}' ?J‘(Z J.““‘&QAJJ)]

H
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con j che varia tra 1 e N-1.
Se indiehiamo con Q ed R gli operatori cosl definiti(omet-
tendo per semplicitd l'indice J)
. Q [ .‘:q. + p. ‘(- *.0(‘
Cé.é> U= 9) 4t 95 % + 95 %

M P. . _. »
‘ZJ%“*zﬂﬂ+tﬂV1

<
S
X

si pud riscrivere la 3.6 simbolicamente nella formas

Re) QR o L(w; 4 0@
, , ﬂ\,l ,

Abbiamo cosl ottenuto una discretizzazione di Lbdjche
dia}brigine a un sistema tridiagonale che contenga sola-
mente le Mj . Come vedremo pel séguito, la tridiagonaliti
dellé 3.9 & determinata dalla conoscenza dei valori U,
e Uy

Unendo a questa discretizzazione spaziale l'integrazione
cii Crank-Nicolson, possiamo riscrivere la 2.6

mt

3.10) L) 4 L)} oW

- —-L_“’-‘

2 4% At
e, sostituendo in essa la 3.9 otteniamo

) i"i’, anl-d
@'ﬂ‘% RM& L'L;M + @ ) R™ u? wet

@yii) e ’ ‘ 4 uj{ J

Raccogliendo U™ avviame

J

@.12) [I - (me‘i RW.J ;s [I*)\ (@) R“} wi= 6




iy

)
Denotando il membro a destra della 3.12 con G)r ottenia~

dove I & la matrice unitaria e

H

; +4
mo, dopo aver moltiplicato a sinistra per QM :

G1d) Q™ AR R

j

M+

Poiché si conoscono i valori Uo

‘ L33}
e Uy , 1la 3,13 2 un si-

stema tridiagonale di incognite W"'' con j che varia tra

J

1 e N~-1, la cui wmatrice dei coefficienti P e il vettore

dei termini noti g hanno la forma seguente:

(95-4e7) (45-4%)
lgae) (gi-AeE) (gi-4e)

Y

\0

@

Aoy

Gt Qo G~ Gt G- (90 A )

Qi

(3";2"'\ tn:—:.) (ﬁlvooz "\ '*":ro

) ( ‘)L:aw\ﬁ».z)

(‘]:M -4 l;v-z) { PR )

J

~
~

—

™
4

- A e + . . - wef
S’i Gt) *? 16£M+ qi G:."‘[qi-i Zi)ao ¢ :‘i‘utt
-, . : )
e G :
g = ,: ..Ul’: “
- N .M © :“ ? ? i .““
TGt &+ 93 Gjea R

1

$/.

ot

{

t
[}

‘ 1
| Uyy |
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per cui il sistema 3.13 si pud scrivere nella forma:

(3.19) Lu=g

M
Per risolvere il sistema 3.15 resta da calcolare (%j .
W
Non & conveniente ricavare (Qj dalla sua definizione,

-4
che, scritta in modo da evitare €, 2

648 Q€= (/AR WS

L]

La 3.16 & un sistema ftridiagonale di incognite <5J

con j che varia tra 1 e N-~1 e richiede la conoscenza di'
Go e Gy per essere risolto. Infatti la matrice dei
coefficienti 8 e i1 vettore dei termini noti ¥ henno la

forma seguente:

4% 93 ] 62T
Colnpee O {
:A N N :
Q=] "N G=|&f
SN R . I
CD ?N-L q e ‘f«}z :
G1) | T e ia
(7 - N
A e T A A D
V=

(o7 A5 )on (g ) 7+ (9345 3

L w 'V\ 0 [ ~ 4+ o M
(C}N,J’/\ Tpeg) Uy, + (‘] Ny /\;Zﬂ-i)uldd "*. (QN-i-b\ l:ru) MN?i ™ C}LkiGN




per cui il sistema 3.16 si pud scrivere nella forma:
A
b9) Qg-=v

E' possibile invece ricavare una relazione di ricorrenza
per C;?, che oltre a risolvere il problema della determi-
nazione di &, e G; , risparmia la soluzione di un si-
stema tridiagonale.

Per maggiore generalitd ricaviamo tale relazione di ri-
correnza per un passo temporale variabile. Indichiamo gquin-
di con )M,il valore di A relativo al passo temporale Afm
al tempo t, (analogamente a A«,i).

Riserivendo la 3.12 con Xaotteniamo
Gag) [2-h (@ T R™Ju= [T A Q)R] wi= 6

Serivendo nella 3.19 n-1 al posto di n e considerandone

s0lo il membro a sinistra otteniamo
- . A4 -'i ~ ’\1 - M-'i
@_.20) [I /\M<Q) R }“LJ = Gj
Prendendo invece il membro a destra della 3.19 abbiamo

‘ “4am M |
@.21) [T+« 4. @R JL(J' = G
Moltiplicando entrambi i membri della 3.20 per :fbl
. L3 2N

e sommando terumine a termine con lz 3.21 otteniamo




| m-1
(3.22) ﬁ"iu + Y )/\L, 6+ 6 1
Ay n-4 . ;

ciod

Q-Z.3) G,J-M: s.ﬁ‘:_k_f__/_‘__ - —f‘-l‘. CVJ.M‘i

/\«-1 v “-]
che & la relazione di ricorrenza cercata.
Per AkaAM-isi ha la forma particolarmente semplice:
= Zu;" G~
(2) &= 247~ &
I1 valore di(;j necessario per l'avvic del proeedimento

¢ fornito, tramite la 3.19, da
B29) 65+ wia (@) R0
Ma, per le 3.9 e 3.2b abbiamo
ol -4
@.26) _@2%\7&9“3: L(u_);: a} “x:j‘fejl«(*;-:(x[ O)ZIA/ ‘/
=X olx KXexy

da cui risulta

329 Gj= uj “‘12“6'(0‘()("‘0) %/M:L,(xj(o) %,]gi/xw) 4

Riassumendo, la procedura di integrazione secondo lo sche-~
ma OCI-CN & la seguente: note u? e fi gi calcola é;? 9

tramite la 3.27., Dato che il problema 3.2 & in forma di

i
Dirichlet, si conoscono U, e uﬁ s € quindi si pud risolvere

11 sistema 3.15, ottenendo i valori di u3 . Si calcola 11

4 ]
nuovo valore di GJ con la formula d4i ricorrenza 3.22 e si




risolve nuovamente il sistema 3.15, ottenendo i wvalori di
(12 . Si continua il procedimento per il numero di passi
temporali voluto.

Esaminiamo ora alcune questioni riguardanti la stabili-
t& del metodo OCI-CN. Abbiamo usato nella 3.9 il simbolo
é?’i « Si pud dimostrare che la matrice Q & invertibile,
n;l caso in cul i coefficienti dell'equazione pargbolica
3.1a siano costanti, quando & soddisfatta questa condizio-
ne (efr [1] ):

Q&zg) Re ¢ Vi

dqveizc ¢ il numero di Reynolds definito in queéto modo:
@.29) R.« AL
Questa & l'unica limitazione conosciuta per l'applicabili-
ta della discretizzazione spaziale OCI. Infatti anche la |
snalisi della stabilita spaziale porta allo stessc risul-
tato espresso dalla 3.28. La stabilitd temporale & incon-
dizionata, sempre che sia garantita la 3.28. Per i detta-
gli e le dimostrazioni si veda [1] .

Volendo riassumere i vantaggi del mefodo di integrazione
OCI—CN si possono usare tre parole: rapiditd, precisione
e completezza., La rapiditd di caleolo.é dovuta alla strut-

tura tridiagonale del sistema risolvente, la precisione,

al fatto che risulta del secondo ordine nel tempo e del
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quarto nello spazio, lg completezza, al fatto che non so-
no necessari né punti fittizi, come nei metodi classici
di alta approssimaezione illustrati nel par.2, né condizio-
ni speciali al contorno o relazioni approssimate di ordine
piu basso, sempre al contorno, come le 3.5a.

Aggiungiamo infine che & possibile sviluppare le 3.7
per un passo spaziale h variabile; il metodo OCI~CN con-
serva la sua struttura e validita, anche se risulta esse-~
re del terzo ordine nell'approssimazione spaziale (cfr'[1]).
E' inoltre possibile estenderé il metodo OCI-CN a condi- |
zioni al contorno pil generali di quelle di Dirichlet:
in particolare in [1] si troveranno sviluppate le formule
per il caso di condizione al contorno del tipo:
(3;"50) X Ug + PUsz y (=0 <¢N
L“ordine di approssimazione spaziale resta invariato al

4° ordine.
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CAPITOLO 3°

Il problema parabolico con il legame al contorno tra

gradiente e derivata temporale

1. Il problema in generale

' La classe di problemi che intendiamo trattare in que-

sto capitolo & quella descritta dalle seguenti equazioni:

. 2 .
(fta)  alubRR) L4 b(xtRR) I < Je xox

u.ik) ‘7"‘ - %o t) | Wl v afbufe .
D 2l g e

X2 x,

o) u()( )= £(x)

) 4GBy e Jeom o fre

l@gle) R L (¢, Wi, t), R, R)
€Ly) RO R Rl

A queste ,equazioni va aggiunta, se PCO) 71: O , la condi-

zwne di "coerenza", che si deduce dalle 1.1a,= 1.1b, 1.1e,

per t=0 e x=0

@1g) &l Eo,v)Jﬁ L% (H%(x»} e - b 08, v))_ﬂ/ +

Xk

o . '+ (! (O‘ p(Xo), Qo‘ Vo).

F (,01 F(“ﬂ) ‘ Qo;va)

Se invece p(o)=o , la 1.1f si riduce a

(1.14) _ﬂlm - T( o,g(xo)‘ R, (/o)

dx




S

2. la soluzione numerica

L'applicazione del metodo OCI-CN, illustrato nel cap.
2%, al problema 1.1, presenta due difficolta: 1la piima &
data dalla non formulazione del problema parabolico in forma
di Dirichlet (manca la condizione al contorno a sinistra
e il dominio non & finito); la seconda & dovuta all'accop-—
piamento dell'equazione parabolica con un'equazione diffe~
renziale ordinaria del secondo ordine.

Occupiamoci della prima difficoltd. la non‘finitezza del
dominio pud essere risolta imponendo che i valori che la
u e le sue derivate spaziali assumono all'infinito, siano
raggiuntl in un certo valore X, opprortunamente scelto.
Rigscrivendo il problema 1.1 in forma discretizzata, impo-

niamo anche gquesto"troncamentodella soluzione
@.i&) QJ “_\»*J + b\j “‘X - (/fé' » XJ.\*:XO.(,‘Z‘) K:Q!,..‘N

@16 Ue = P Uy 9" bre m At meg -
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ddve con usuale notazione: RM~ R“*‘) R ~R( ‘1 ‘1("«,%,
- . “~_ du . 9
Uiz b)) e S |xex; ilg]hh %~~TJ
2t 21 3% (736,‘

o o) Bt P pll )

e h & il passo spaziale di discretizzazione e 4t guello
temporale.
Posto che

- Jdu

d
@2) Er(;"L Yoy, OF /mo > %,

perché x non dipende dal tempo, possiamo leggere la 2.1b

come un'equazione differenziale del primo ordine nel tem-
» K3 - . ‘ r )
po, di incognita WU, , ciod:

AL

(2-3) Ue, -{_*F";-:l_

1

e sl pud pensare di integrarla con un metodo tipo Runge-
Kutta (cfr [43 ), per ottenere il valore cercato LQ:".
Questo approcecio, di per sé corretto, non & realizzabile
nel caso limite P*=0 . Effettivamente in questo caso la
2.1b si ridurrebbe alla forma

@) wg= 9

rer cui si potrebbe applicare l'estensione del metodo

~

OCI-CN di cui abbiamo accennato alla fine del cap. 29,
Tuttgvia, per maggiore generalitd e per evitare amplifi~
cazioni dell'errore nel caso in cui P“d‘i. s abbiamo pre-

ferito seguire un'altra procedura per calcolare il valore
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della 1 al contorno sinistro.

3. La determinazione del valore della u al contorno

sinistro

Ia procedura che illustreremo sfrutte il fatto che la
2;13 per un valore fissato di j, pud eséere vista come
un'equazione differenziale del primo ordine}nel tempo,
grazie alla relazione 2.2.

:Procedendo con ordine,effettuiamo una serie di sostitu-
zioni nelle formule 2.1.
Serivendo la 2.1a per j=0, abbiamo una espressione di

M;; . Sostituendo questa espressione nella 2.1b otteniamo:
~ M‘ “ " n M

34 ugsp [9‘0 Uey, + b u,%]wm

che scriveremo in forma compatta:

@_‘Z) Uy, = K*E Ui,

dove
M

ay
1-p"b
C?J) PP
E= p“m'},
Introduciamo a questo punto due relazioni approssimate al

49 ordine, calcolate mediante lo sviluppo in serie di

Taylor. Esse sono di validita generale, indipendentemente
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dalla struttura del problema 2.1.

Con le notazioni usuali, risulte

(3:5) U= 3 [“3 (84-) = 20 tag 4 Uny ¢ L) + O(4Y

@_"> Uoexrg =-g\-( &Ku *%M"*}‘u — Sk, - “xz—-éu)m)ﬂ?(zj‘:

’
‘5

95 La ?# ¥l M"‘"-/M b{ 4 i
In forma compatta scriveremo: wwﬁ;O {)bw , 3 ng
, o 28 e b g PR L
L / T sl | Sy
_ ¢ ,
Es/éé; Ao 4 j(_,(/\«ue’w wééf ?’Lé’
o ) ;
@.6 g,) . l/(,()ro - 2 — ,__6__ b(_xo P {;%\ ‘:Zo{,é PN NS /k {,\,LL/O ﬂéws»aﬂ;‘”( \ﬁ{}@
| _& (}L L\w, LA % J A g A 5“‘1 WAL Nl
F'lé B
|
dove

G3) S sﬁ;( L (1440)= 200, )

Eliminando ora Wx, dalla 3.5a e dalla 3.2 otteniamo:

_e__ﬁk
6'9) b()(o = S 3 + &[gy
1+ 6 iL
29 &

Analogamente, eliminando U, dalla 3.6a e dalla 3.2 otteniamo:

@.‘10> \M“'”o" 2—76:}( -+ Q(KQ
1+ _JE

La 3.9 stabllisce gulndi una relazione al 4° ordine tra

Uyo © Uy Un,, Us iy , valida ovviamente solamente per
problemi del tipo '2.1: Dal metodo OCI-CN conosciamo un®al-

tra relagione tra i gradienti e la u, sempre al 4° ordine,




{ )
M

~cognite ogv (con j=1;N—1).

'v . “«i
Per esteso scriveremo: A Uy = gi (?&?ﬂ%ﬁ%ﬁﬁ‘
dove
@ﬁzléé) @256) . | U,
) a
EENE - N @) (
— \\\ \\ \\ i
p \\ ~ \\ Wy = (/(.\.J'
~. . . \\ i
3.44) (D .fx 44 4 !
| 3 3
4 4¢ Q%J
¢ —t /0( fé%
\S'Q ,& L(XM e @‘uh»\ /Mpfa gn\ me{»//.,;/f“ o1t LeAs @}2\ X - *{%ﬁ
f?ﬁ&fﬁ& - Tuy, +"2M §wx = .ZS(A By, Uyg €htp
Z/é/m.mof@ v, o&m&< TRy

e che coinvolge soltanto tre valori dei gradienti.

Riportiamo per comoditd la 3.4a del cap. 2°:

(¥
@.41) Xjay 4«,\’ T lUay = _l( = U )., 0(&4)
Scrivendo la 3.11 per j=1 abbiamo:

Qﬁ12‘> Unpt § Ry Uy, = % /Mz-uo)-(- c9[£4)

Possiamo ora eliminare Ux, dalle 3.9 e 3.12 e, scrivendo

per esteso S (dalla 3.7), otteniamo
(143) Uy, (£+5f)r+u,.1(4£+145)=az(3+ 2£)-8u -u(3e2£)-hK

La 3.13, unita alle 3.11 scritte per j che varia da 2 a
N-1, conoscendo il valore dit@w(che ¢ nullo per la seconda

delle 2.1d), forma un sistema lineare tridiagonale di in-

4 \ c
‘e‘(akm__‘"'u)(/wé}” V(N+?U/V.1 %wg‘(/:v 7 -t @(&
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(?5+-2—1-€)(«( —-E_é'qrao(hgf)wﬁk
2 > &
/
!
Q(” M)ﬂ.‘uri
!
!
{
!
Un-g4 - Uy
| YU - U,

E ' percid possibile, conosc;ndo i1 valore @i u su tutto

il campo di integrazione spasziale, calcolafe 11l gradiente

di u in ogni punto iﬁterno al dominio. Ovviamente, una

volta risolto il sistema 3.14, tramite la 3.9 & possibile
caicolare anche il valore di Mkoe,'tramite la 3.10, il ve-~
lofe di WUxx, . Sostituendo nella 2.1a le 3.9 e 3.10, otteniamo

che (1'indice n & la dipendenza temporale in S, Z, E, K)

“ m - 6
(3 is) qbo’-’ a‘o ZM’ Z—-KM X Le'“ 5«*%%-’(’«
14 6En 1 & &
, I | 29 Z..

che pilu genericamente si pud scrivere, tenendo semprée pre-

sente la 2.2,
M > > ‘
@16) b(f‘o = F (XM tfm 'Q“‘« R"‘I Yo, qi; Ue, q"i'u’“)

La;3.16 ¢ quindi un'equazione differenziale del primo or-

dine nel tempo. Integrandola, ad esempio con un metodo tipo




:5 4' L]

Runge-Kutta, noto il membro a destra al tempo f. , si pud
Mtd

ottenere il valore dai U, ~ . In effetti la 3.16 dipende

anche da R e R, quindi & legata alla 2.1e. Il problema

del calcolo della condizione al contorno a sinistra si col=

lega a questo punto con quello dell'integrazione della

2.1e.

4. L'integrazione temporale

Con le considerazioni fatte nel par. 3, il problema
2.1 & trasformato nel seguente problema:
~m An Ay ~“ "
Qpi e\\) &j us.«,,J. -+ L)J' M;,f = M“j
“ . ko) 5N ~ -
Q.'j ‘3) “% = F ( X0, b R, Ry Uo™ ug™, 4,7, Uy o uw;’)
QiC,) Rm = X (64\, Mo“, R‘*. RM)
“ s o .
@10() Mwa U oo RO = R, Ro = Ve U\‘;=7g(¥a)

Con la semplice trasformazione di variabile V = R, le
4.1 e 4.1¢ formano un sistema di tre equazioni differen-

ziali ordinarie del primo'ordine nel tempo:
“ .
(Z"Z“) Ue, = & (Xo ‘ f“: R, v": u", 4’ “a"/ “*:; "‘kz“)

(@2) Rev

@2e) Vs ALE, wr ke, )
Cad)  RezRo Resty  w5ef(x)

Dovendo 1l'integrazione temporale di questo sistemd essere

consistente con l'integrazione temporale della equazione




parabolica 4.1a, effettuata col metodo OCI—(;N, ¢ necessario
trattare le 4.2 con un metodo del 2° ordine nel tempo.
Riportiamo di seguito la formula di Heun, che ¢ del tipo
Rﬁnge—'-Kutta del 2° ordine.

Data una generica equazione differenziale:

Gre) Srs flhy) |

la formula di Heun & la seguente:

G3b) Yy Aé({(eﬂ‘ “)e f(burtt, ,Az-]é(é )O(At)

dove 1'indice n & la dipendenza temporale (\/“3\{66‘4) )e
L'vestensione a un sistema di equagzioni e a un numero mag- |
giore di variabili & immediata.

Ne]_]_'applicazi‘one al caso delle 4.2 risulta: ‘
et W El ( ~ :
C_&A‘) (/( A [ F X 6 R““ LY} O ;u" { 'l, ,M,\:;'((,y:)'f'
+F (%, butAt, Rur A6, Vet dE 1], w2y 4 g
Uy Ab“f 2 “eﬂ"'At-“:z /u"r*‘dbu*‘;/u":ﬂ*&u"a)j}

Q‘l‘é’ mre*ﬁ—ﬁ(vf AéV)

(&l[ C») l/m “t 3 VYt Aé(’{( qoﬁ,km(/«)”f/e[t\*db’, H:TJJ"&Q,RM‘*A‘L%,%*M&))

Con le 4.4 lo schema di integrazione del problema 2.1 &

completo, perché, una volta ottenuto il valore di M‘"”




e

si pud risolvere l'equazione 2.1a al tempo tmﬂ(essendo
noti ormai anche‘R«4,e met )y col metodo OCI-CN.

- Resta da specificare come calcolare alcune delle deri-
véte temporalg che appaiono neile 4.4, Per chiarire questo
punto esaminiamo passo per passo l'integrazione del pro-
blema 2.1, a partire dall'istante iniziale.

Per =0 sono noti uf, wlu,” dalla 2.1c, Uv’, 4 dalla
derivazione spaziale della 2.1c stessa, e Kol%;dalle 2.1f,
LL::.'&:‘“:Z si possono ricavare dopo aver derivato .spaziaimen—-
té entrambi i termini della 2.1a; tenendo presente la 2.2,

la derivata della 2.1a risulta:

. - 6'( J U . . ' . .o M ° =
Gs) O dan, & o b by = Uy = 3
>0
; 4
o, \ kasﬁuvhg
La M*mg si ottiene derivando tre volte la 2.1c. OX Jts,

A questo punto si pud risolvere il sistema 4.4 con n=0

e determinare uot‘ Qi, Vy ciod i valori al tempo Ab o
Oﬁtenuti quésti ultimi e nota la condizione al contorno a
destra dalla prima delle 2.1d, si pud risolvere la 2.1a

col metodo OCI-CN, come & stato descritto nel cap. 2°.
Possiamo notare che l'applicazione del metodo OCIfCN; 0 me=
glio della formula 3.13 del cap. 29, richiede il calcolo
preventivo ditge ; © perd possibile anche per il problema

J
2.1 utilizzare la formula 3.27 del cap. 2°, dato che al
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tempo t=0 tutte le variabili contenute nell'equazione 2.1a
sono assegnate.

Calcolata, risolvendo il sistema 3,18 del cap.2°, lg solu-
zione ué su tutto il campo di integrazione, possiamo otte-
nere i corrispondenti valori del gradiente uéi’ trawite il
sistema 3.14. |

Possiamo ora procedere a integrare per un altro pésso il
sistema 4.2 per determinare ~%§ Vi .
Soho necessari perd, per applicare le 4.4 con n=1, alcuni

valori non ancora calcolati:

b%: si pud ricavare dalla 4.2a (essendo noti iioﬂ M,ﬂ Qz‘
’
L{Xﬂu*: ¢ Ry, Vi‘)

,\/L si pud ricavare dalla 4.2c (essendo noti W% R, V)

Pef calcolare inveceiﬂie Mé ¢ necessario prima calcolare

la derivata seconda su tutto il dominio di integraszione.
Poiché & nota la ey, dalla 3.10 e la Y, , della tersza delle
2.1d, si pud risolvere il sistema tridiagonale che risulta

dalla relazione 3.4b del cap.2°, che qui riportiamo:

NA 7 .
@ ) k)‘J*L* o W q""'.}-l = ‘é\%(“ﬁ‘fi' Z“J' + "(J'—x)‘(' (9(&4)

Per esteso risulta:

s Huy= w
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dove

- r r
[sp0 g Uar,g
6 12
L~ s¢* 4
TN N
U '\\
H-= RN Aen =) g
\\ \\\ \\
NI
@ A s Az
Z ¢ 11
£ 5o “
l ‘ -t ...«*)‘N-‘-’J

- uju* Z‘/lJ"-t—(AJ'_i
!
(

¢

+

U.~—Z u”-ii "(.N-z

—
o

notando che W, = O (rer la .2.1d)

Conoscendo a questo punto sia M,(t che “":s y» Si pud calco-
lare M(,: dalla 2.7a, tenendo presente la 2.2. Risulta
@,g) Mt:: Ox} M"':i + bi ‘M?

Analogamente possiamo fare per Mb:‘ .

Restano da calcolare (Ae;e “e,f; . Poiché 1la formu;La di Heun
¢ del secondo ordine e i valori di Mt,& e U, sono moltipli-

cati per 4t y @ sufficiente avere questi due valori con un' ajp-




39.

prossimazione del 1° ordine. La maniera piu seﬁplice &
scri&ere:
G-9) Mt—i; s W Uy « 9(4¢)
4t |

essendo noti sia 01*: che «,,” .
Analoga cosa possiamo fare per “b; .
E' possibile ora calcolare dealle 4.4 i valori di uj,Rz,v;
e risolvere di conseguenza la 2.7a al tempo b= 2.4t co1
metodo OCI-CN,
Questa procedura si pud ripetere per i passi successivi.
Come abbiamo visto nel par.3 del cap. 2°, & poésibile va-
fiare il passo di integragione témporale con il metodo
OCI-CN. L'integrazione temporale delle 2.1b e 2.1e, con
lo schema finora esposto, non crea nessuna difficolté alla
variazione del passo temporale, |

Per quanto riguarda la stabilita di questoAschema di
di integrazione, un'analisi a priori non & facilmente rea-
lizzabile. Mentre la parte temporale dell'equazione parabo-
lica & integrata dal metodo OCI-CN in modo incondizionata-
mente stabile, non altrettanto si pud dire per }'integrazio-
ne delle 2.1b e 2.1e, Il difetto fondamentale di ogni me-
todo Runge-Kutta, che & una classe di metodi "ad un solo

passo™ e "espliciti", & la propagazione dell'errore di tron-
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camento locale che, tranne casi particolari porta rapida-
mente all'instabilita, a ﬁeno di usare passi di integra-

zione molto piccoli (e variarlo con criteri opportuni du-
rante i1l calcolo). 4

In definitiva l'applicazione della procedura di integra-

zione che abbiamo 8sposto richiede una particolare caute-~
la, |

Nelle prove da noi effettuate con un problema modello,
come riferiamo nel cap. 49, l'intégrazione ¢ stabile anche
fino a 1000 passi temporali, posto che il rappérto tra il
passo temporale e il quadrato 4i quello spaziale sia un
numero inferiore all'unita.

Pef il problema della bolla, invece, dopo poﬁhi passi
si manifesta una forte instabilitd. Come si vedrd in det-
taglio nel cap. 5°, la terapia di questa instabilitd & sta-
ta una parziale implicitizzazione dello schema @i integra-
zione., Un'alternativa che elimini l'instabilité'potrebbe
essere l'a; plicazione di q&alche metodo predictor-corrector
("a pil passi") che, essendo iterativo, risulta autocorret—
tivo. Poiché per innescare un procedimento predictor—cor-
rector & necessario aver calcolato con un altro’metodo
alcuni passi iniziali (uno o pid, a seconda dell'ordine di

approssimazione del predictow-corrector), in generale si




potra sempre usare a questo scopo la formula di Heun che

abbiamo esposto.
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CAPITOLO 4°

Il problema modello: soluzione analitica e numerica

1. 11 problema modello

Al fine di spérimentare 1'efficacia dello schema di in-
tegrazione per problemi parabolici eon il legame.al con-
torno tra gradiegte e derivata teumporale, illustrato nel
cap. 3°, abbiamo costruito un modello mafematico di cui
fosse possibile determinare in modo semplice la soluzione
analitica, per poter confrontares con essa la soluzione nu-

merica.

Il problema modello & descritto dalle seguenti equazioni:

‘@.19\) «-b-g—i% 2 -gé& | X2o

@1b) -D-J&I =.:L21/
o -

@'14 ‘A()‘, 0) = o 8

@.ad)  w(xe) =0 J_ 0 Ji__,o

Ox Xxve 2kt re

Dalle 1.1a e 1.1b, per t=0 e x=0, discende la condizione

di "coerengza:
| Ju
2a) D Dx")ffﬁ A 32)%

che, per la 1.,1¢c, diventa:

@2b)  dR*s -4 8

L.
txp
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cioé

t2.) 172=-DB

Per semplicitid conserveremo la formulazione delle 1.1, ri-
servandoci di imporre la relazione 1.,2c quando sia oppor-
tuno.

La struttura del problema 1,1 & simile a quella del pro-
blema 1.1 del cap. 3°, anche se molto semplificata. In
particolare in questo problema modello manca un'equazione
corrispondente alla 1.1e del cap. 3°. La validitd 4i que~
sto wmodello come test di funzionamento dello schema di in-
tegrazione proposto nel cap. 3° resta perd invariata. In-
fatti ciy che caratterizza il metodo da noi proposto‘é
sopratftutto il modo di utilizzare l'informezione provenien-~
te dalla 1.1b del cap. 3, corrispondente alla 1.1b di questo
capitolo. L'equazione differenziale ordinaria del secondo
ordine 1.1e del cap., 3° viene infatti risolta con la for-
mula di Heun senza alcuna modifica, per cui non & essenzia-
le provare che essa venga integrata correttamente, potendo
esser certi che valgono i criteri di stabilith propri dei
metodi Runge-~-Kutta (di cul Heun Ffa parte).

anparticolarecon.questo‘problema modello si sperimenta
la validita delle due relazioni 3.5 e 3.6 del cap. 3° tra

il gradiente e la derivata seconda,
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2. La soluzione analitica del problema modello

Per determinare la soluzione del problema 1.1 si fa uso
del. metodo della trasformata di Laplace.
Definita la trasforuwata di Laplace di una funzione u(n@)z

(2.'1) C{,(S,x):/mﬂ,wﬁu[)@é)d(f

essa gode delle proprietd

@2“) ngzoa-u@nﬂ
@2t (34~ 2

Gé2.0> N —> O
X2 oy
Trasformando entrambi i termini della 1.%a otteniamo:

N

ey ) @

da cui, per le 2.2 e la l.1¢c risulta

L A W Y R Tl
co) 25-40e-4

La soluzione della 2.4, che & un'equazione differenziale

P
lineare non omogenea del secondc ordine in4 , & del tipos

—~ f'g'.* ~f$ 5 -Dx
(2:5) M(ﬂ,k):: D(/4)£ "'/3(‘)2 G +d[3)5 6

dove i primi due addendi sono l'integrale generale della

equazione omogenea e il terzo & un integrale particolare.
”~-

Per la prima delle 1.1d e la 2.2c si ha che U 7> O ,

quindi se vogliamo che valga la 2.5, il coefficiente C((E)




déve essere nullo. Il coefficienteér si calcola sostituendo

1l'integrale particolare nella equazione 2.4. Si ha:
—GX -BJ( OBX

B3y e - xe -4 e
C?'é) Cr ;j;cf D
da cui risulta:

SO =

Per calcolare il coefficiente /5, si utilizza la 1.1D

trasformandone entrambi i termini., Si obttiene che

8e) (%) - 4 [Oa
@8 (oo = 7 (3o
e per le 2.2

sb) AF. - A(a- e, de e
@-8c> _‘22’*.. (‘MIL.{)

Vx

Sostituendo nella 2.80 la 2.5, si pud determinare

i P
(2 3&) ( ( -l' ) .‘I)g (..Y:B:‘p..mz) da cui
@3y %f.ii‘:ﬁf...’@)

Poiché per la 1.2¢ Zz - 3D » risulta che =0

La 2.5 diventa percio
- Bx

@10) a(ﬁ,X): 2—:—%&—{ £

L'antitrasformata della 2.10, come si deduce dalle tavole

delle trasformate inverse di Laplace ES] 2

.
@’11) u.()(‘é) . Q/-_G)‘f B obt
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3, La soluzione numerica del problems modello

Al fine di applicare al problema 1.1 la procedura di
integrazione descritta nel cap. 39 & necessario modificare
la 1.1d per poter integrare la 1.1a su un dominio finito.

Imponiamo, come gid visto nel cap. 3°:

61 uluwt)=o & -0 T4 =0O

Xn 0 XY | X=X

dove Xy & l'estremo superiore di integrazione spaziale.
Supporremo che i pas.:i di discretizzazione spaziale e tem—
porale siano ¢oStanti, per cui il problema 1.1 si pud scri-

vere in forma discretizzata:

@:.Z&) D, = U,,:, x.= bl itz 01, N
" 4
: “ En=nat MN=04L,2.---
QZ‘:’) u),:ﬂ = -'!_ u’co " ’ :
7 B

(3.2(_) b(.a‘: = 2 e

@.ZO‘) : (/(AT:-O (AX;:O “x;:: =o

dove, come di consueto, si & indicato:

ulz Wl b)) wl = du

- OX

it j =y =l
s . X% Jex: hC : e x(
Esta bab bot, Eet,

I1 problema 3.2 si presenta nella forma del problema 2.1
del cap. 3°, anche se notevolmente semplificato.

Il problema fondamentale della assenza della condizione

al contorno a sinistra & presente anche in questo problema.

Possiamo quindi seguire la stessa procedura indicata nel




47'0 )

par. 3 del cap. 3°.

La 3.2 del cap. 3.° in questo caso, come si ricava dalle
3.2a e 3.2b, diventa:
@ 3&) u"o - --‘b— uxxo
1
che, per analogia col cap. 3°, scriveremo

G3b) Uy Ewe,

dove E'-':-;Z}-:-——é

Riportando la 3.6 del cap. 3°,

@4&) Uxg = ‘f{‘(’ 35-»& C(o-f‘%ui-f%'&“z‘ 8‘4,‘,‘- Uy, = 6“»9)1‘&’&4)

che si pud scrivere in forma abbreviata
Q46} u,v)‘o = Z ’“-26“’("'\%

3 ~8u,, -
dove Z".‘ —‘&i‘("g—é u() 'f—%“i‘f-zlaul uA’L “N;)

Eliminando Uy, dalle 3.3b e 3.4b otteniamo

@.s) Urxe = ?;%IE‘M

Sostituendo la 3.5 nella 3.2a otteniamo, pef x=0

3. ~ D 2Zm
<6> “eo = W

dove Z,, indica £ al tempo £, .
La 3.6 & un'equazione differernziale ordinaria del primo or-

dine nel tempo, e pud essere risolta con la formula di Heun

e d
[} J

(4.3 del cap. 3°) in modo da ottenere il valore di U
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noti i valori necessari al tempo lf'.« .

M
Esplicitando Z" e scrivendo la formula di Heun per la 3.6

otteniamo
u“*fq"'+4ﬁ.__:}3-__.._.23u~ Suly 2”8l w,_f oy

G  ~L(weatul)es(uridbg ) 2w e At )
=80 (g« Bt uy |- A (g + At u,;;z)]1~ o)

Esaminiamo una per una le variabili presenti nel secondo
membro della 3.7.

Llo'“,ui“ e u: sono ovviamente note, perché si suppone gid
risolta al tempo [, 1'equazione 3.2a (al tempo & 1la so-
luzione & nota per la 3.2¢c).

Per il calcolo di “x: e ‘4)::: valgono le considerazioni fate-
te nel cap. 3° (par. 3), che qui ripetiamo..

Riportiamo la 3.5 del cap. 39:
Q"R) U= 519"(“[2?‘ (“1"“0)“20“"1"’“*2' 6[“‘”9) Al 0('& 4)

Eliminando ‘A""‘a dalla 3.8 e dalla 3.3b otteniamo

0y v AHC) ] o

1+ 64,
29€

Ia 3.9 & una relazione tra ly, ,Us, © U, € pPud quindi es-

sere accoppiata alla 3.12 del cap. 3° per eliminare Uy .

1 AR L3k st
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Riportando la 3.12 del cap. 3°

(%-10) “x7~+4"‘xif u,,af %(‘42‘ ('(o) + 0('@1‘]

e sostituendo la 3.9 nella 3.10 otteniamo

(.48) o, (he5E) iy (1 R 26E) uz@+§£.p§)- BE uy- Uo(3e23£) + (8

La 3.11 accoppiata alle 3.711 del cap. 3° che sono
u - . 4
652 vt (0] + 00

per j che varia da 1 a N-1, forma un sistema tridiagonale
che ha la struttura rappresentata nelle 3.14 del cap. 3°,
dove K=Oe u,=0 .

Risolto questo sistema, si conoscono i due valori cercati
u:; e M,:: .

Per determinare "{t: si pud utilizzare la 3.6 , conoscendo
oramai M;; e M,: .

Per determinare invece b(t.: e ué: , & necessario previamente
calcolare le derivate Spazialé seconde su tutto il dominio
él temnpo t,q . Con ragicnamenti analdghi a quelli per il cal-
colo del gradiente e come illustrato nel caso generale nel
par. 4 del cap. 3°, sfruttando il valore noto di '4;‘,,0

(calcolato dalla 3.5, conoscendo u;; e M,:: ), si ottiene il

sistema tridiagonale 4.7 del cap. 3°.
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1‘\ Caad
Risolto il sistema, con i valori risultanti U e U R
4 kki ¥y
~
tramite la 3.2a, & possibile ricavare ubi e u*:‘ in que-

sto modo

”~ L
@"12“) Ue, = D q""i

A ~M
@. 12b) u, = D ul,,

”m AR
Restano ancora ignoti nella 3.7 U e (4t*2 .
1

Essi possono essere calcolati con un'approssimazione del
10 ordine, perché nella formula di Heun (che ha errore

' 2
Q(Ata)) sono moltiplicati per @6’) . Possiamo percid usare

queste relazioni

“ b(ﬂ-i
304 o) U - Wy~ U L O(AE)
<‘ 4 ) by At N (

@:u‘ b) ué;;: u,:'i); U . @(At)

Al tempo f, ovviamente non si possono calcolare le 3.14,
Tuttavia la 3.2a, oppprtunamente manipolata pud fornirei
'y o L4 .
i valori blexie “txz cercati.

Derivando rispetto a x la 3.2a otteniano
N

M
(3.15) b “xk)( . < Mtx .
J d

che nei casi j=1 e Jj=2 , per n=0 diventa

1 '] 14 1)
[3.16> b L(,‘,‘x‘n L(.t,xs b “"'x’l'z - “é"‘g
Ma U,,,. & nota per ogni j, perché pud essere ricavata de-

v

rivando tre volte rispetto a x la 3.2¢., Risulta quindi

@B17a)  u, = (- 63,3'&\';)
(3.1L)  ue = D(- )332“8"‘)
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Abbiamo visto, in conclusione, come sia possibile applica-
re successivamente la 3.7 a partire da m=0Q fermo restando
. . “td R .
che dopo aver calcolato il genericoe U, , si risolva la
equazione 3,28 col metodo OCI-CN esattamente come descritto
. m+i .
nel cap. 29, per ottenere la soluzicne Y  su tutto il do-

minio.
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CAPITOLO 5°¢

I1 programme. di calcolo per il prohlema modello. Confronto

tra risultati analitici e numerici

1. Il programma di calcolo per il problema modello

\
Ltapplicazione concreta dello schema di integrazione

per il problema modello, descritto nel par. 3 del cap.4°,
2 stata da noi effettuata scrivendo un programma di calco-
lo in linguaggio Fortran IV ed eseguendolo sull'elaboratore
elettronico Univac 1100/80 del CILEA.

Descriveremo ora per sommi capi tale programma di cal-
colo, soffermandoci sugli aspetti piu significativi.

Rimandiamo ai commenti del programma principale (MAIN)
per gquanto riguarda il significato delle variabili.

Esaniniamo innanzitutto il MAIN. La prima operazione
d la chiamata del sottoprogramma LEGGI, che fornisce, met-
tendoli in area di "common", i dati di ingresso., Segue il
calcolo dei passi temporali e spaziali, sulla base del nu-
mero di punti dell‘asse spaziale e dell'asse temporale e
dei valori massimi dl integrazione spuziale e temporale.
Segue la}chiamata di STAMPA, che produce il tabulato con

i dati iniziali. Le condizioni iniziali, cioe la "tempera-
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tura" (cosl viene chiamata nel programma la 3.2b del cap. 4°
dato che la l.7a del cap.4° & un'equazione del calore unie
dimensionale) al tempo t=0, vengono assegnate nell'istru-
zione 54 in base alla 3.2¢ del cap. 4°, Ie condiziont al-
contorno 3.2d4 vengono successivamente assegnate, assegnan-
do al vettore UX anche i wvalori desunti dalla derivazione
della 3.2c. I valori UX1P e UX2P sono posti a zero per co-
moditd, anche se verranno utilizzati solo in SISTRE,

La stampa della soluzione al tempo +t=0 & preceduta da un
opportund trasferimento di variabile (perché UT@ non & in
common e non potrebbe essere trasferita a STAMPA).

La chiamata di GZERO calcola il valore di CB; sy desunto dal-
la 3.2% del cap. 2°, La successiva chiamata del sottoprogram-
ma SISTRE produce in uscita il valore della "temperatura
alla superficie® (ciod 3.7 del cap. 4°), al tempo T=DT.
Dalla istruzione 89 alla 127 c'e il ciclo fondamentale di
caleolo della soluzione., Avendo ottenuto con la 86 (da
SISTRE) il valore di‘bj , 51 pud risolvere l'eguazione

3.2a con il sottoprograuma CALORE, che cosl fornisce la
temperatura su tutto il dominio al tempo T=DT. Segue, con
la chiamata di TGRAD, il calcolo del gradiente alla super-
ficie, cio® 3.9 ge1 cap.4°. Prima di stampare il risultato

di queste due elaborazioni (CALORE e TGRAD) si procede a
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Riportando la 3.12 del cap. 3°

(._3.10) “*1*4“*11‘ K,,D% _%_\(qz.q uo) -+ (9(,@19 |

e sostituendo la 3.9 nella 3.10 otteniamo

() g e SE) R 68 e 22f)- B (3*__@).,,0@}

La 3.11 accoppiata alle 3,11 del cap. 3° che sono
- 4
@fiz) Ui 4 Uy + U, ;;"'( g " 1) * 0(£)

per j che varia da 1 a N-1, forma un sistema tridiagonale
che ha la struttura rappresentata nelle 3.14 del cap. 39,
dove K=0e u,=0 .

Risclto questo sistema, si conoscono i due wvalori cercati

“ .
u o
"y e “xz

" . -
Per determinare W, si pud utilizzare la 3.6 , conoscendo

o
. ” -
oramai Uy e U,, .
. . " ” . .
Per determinare invece MQ e U, ® necessario previamente

calcolare le derivate spaziale seconde su tutto il dominio

él tempo t@ . Con ragicnamenti analoghi a quelli per il cal-
colo del gradiente e cowme illustrato nel caso generale nel
par. 4 del cap. 3°, sfruttando il valore noto di qt%,
(calcolato dalla 3.5, conoscendo bQ: e WQ ), si ottiene il

sistema tridiagonale 4.7 del cap. 3°,
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w

Risolto il sistema, con 1 valori risultenti W, e U ,
i 2

m
tramite la 3.2a, & possibile ricavare “ti e u$:‘ in que-

sto modo
”m L.
(312a) e = DUk,
L. ~m
(3.42b) u; = D Wi,
m N
Restano ancora ignoti nella 3.7 U, e (4e*2 .
i
Essi possono essere calcolati con un'approssimazione del
10 ordine, perché nella formula di Heun (che ha errore
| 2
Q(Ata)) sono moltiplicati per @6’) . Possiamo percid usare

queste relazioni

<3 I a)t( __.L,L_.L...ZZ_A_’ +<9(A{3)
@,'“'b) “e:z: -bi"tA’b U™ + (9[46)

Al tempo 6, ovviamente non si possono calcolare le 3.14.
Tuttavia la 3.2a, oppprtunamente manipolata pud fornirci
i valori M: e cgo cercati.

o § Xz

Derivando rispetto a x la 3.2a otteniamo
"

@.15) L(A,::X'j t-d Mtx

i
che nei casi j=1 e j=2 , per n=0 diventa

o ° @ 0
@"16> :D “xxx1 = LL{.“ b “*"f’rz - “6&.!

Ma U,,. & nota per ogni J, perché pud essere ricavata de-
J

rivando tre volte }ispetto a X la 3.2c. Risulta quindi

Gi7a)  wg = (-8
(31L)  ug = J)(~B3z"8"‘)
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Abbiamo visto, in conclusione, come sia possibile applica-
re successivamente la 3.7 a partire da m=Q fermo restando
. . wed C s
che dopo aver calcolato il generico U, , si risolva la
equazione 3,2a col metodo OCI-CN esattamente come descritto
. m+l .
nel cap. 2°, per ottenere la soluzione U  su tutto il do-

minio.
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CAPITOLO 5¢

Il programma di calcolo per il prohlema mddello. Confronto

tra risultati analitici e numerici

1¢ Il programma di calcolo per il problema modello

\
Ltapplicazione concreta dello schema di integrazione

per il problema modello, descritto nel par. 3 del cap.49,
¢ stata da noi effettuata scrivendo un programme di calco-
lo in linguaggio Fortran IV ed eseguendolo sulltelaboratore
elettronico Univac 1100/80 del CILEA.

Descriveremo ora per sommi capi tale programma di cal-
colo, soffermandoci sugli aspetti piu significativi.

Rimandiamo ai commenti del programma principale (MAIN)
per guanto riguarda il significato delle variabili,

Esaminiamo innanzitutto il MAIN. La prima operagzione
¢ la chiamata del sottoprogramma LEGGI, che fornisce, met-
tendoli in area di "common%, i dati di ingresso. Segue il
calcolo dei passi temporali e spaziali, sulla base del nu-
mero di punti dell'asse spaziale e dell'’asse temporale e
dei valori massimi di integrazione spuziale e temporale.
Segue la‘chiamata di STAMPA, che produce 1l tabulato con

i dati iniziali. Le condizioni iniziali, cio& la "tempera-
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tura" (cosl viene chiamata nel programma la 3.2b del cap. 4°
dato che la 1.71a del cap.4° & un'equazione del calore uni=
dimensionale) al tempo t=0, vengono assegnate nell'istru-
zione 54 in base alla 3.2¢ del cap. 4°, Ie condiziont al-
contorno 3.2d4 vengono successivamente assegnate, assegnan-
do al vettore UX anche i valori desunti dalla derivazione
della 3.2c. I valori UX1P e UX2P sono posti a zero per co-
modita, anche se verrannb utilizzati solo in SISTRE,

La stampa della soluzione al tempo t=0 & preceduta da un
opportund trasferimento di variabile (perché UTP non & in
common e non potrebbe essere trasferita a STAMPA).

La chiamata di GZERO calcola il valore di.CB; , desunto dal-
la 3.2% del cap. 29, La successiva chiamata del sottoprogram—
ma SISTRE produce in uscita il valore della "temperatura
alla superficie" (cio2 3.% del cap. 4°), al tempo T=DT.
Dalla istruzione 89 alla 127 c'& il ciclo fondamentale di
calcolo della soluzione. Avendo ottenuto con la 86 (da
SISTRE) il valore di(L3 , 91 pud risolvere l'equazione

3.2a con il sottoprogramma CALORE, che cosl fornisce la
temperatura su tutto il dominio al tempo T=DT. Segue, con
la chiamata di TGRAD, il calcolo del gradiente alla super-
ficie, ciod 3.9 dgel cap.4°, Prima di stampare il risultato

di queste due elaborazioni (CALORE e TGRAD) si procede a
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calcolare, mediante il sottoprogramms SOILMOD, la tempera-

&

tura superficiale e il gradiente superficiale analitici,

per poter stampare anche gli errori relativi definiti cosl

Woapprox — Uo virg
EUGVER = s

EGR = Hxo agpasrc ~ Uny ving,

b‘*g VRO

Ogni 20 passi temporali vengono stampati solamente alcuni
valori calcolati. Per determinati valori di NT viene pro-
dotta una stampa completa della temperatura su tutto il
dominio, attraverso un'opportuna chiamata del sottoprogram—
ma STAMPAL

Segue il calcolo, tramite la formula ricorsiva 3.24 adel
cap. 29, del vettore G.

A questo punto & possibile calcolare il valore della tempe~
ratura superficiale al tempo T=2xDT, chiamando SISTRE.

I1 ciclo ritorna al punto iniziale e calcola con CALORE

la temperatura su tutto il dominio al tempo T=2xDI e cosl
via fino a che il numero dei passi temporali non raggiunga
il valore massimo KT,

Esaminiamo ora il sottoprogramma LEGGI. Esso & strutturato
per poter far funzionare il programma da terminale conver-
sazionale, per cui prima della lettura dei dati di ingresso,
chiede, Stampando una frase opportuna, il valore da inserire.

11 formato di lettura & liberoc. Facciamo notare che ZDAT,
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oiod fz nella relazione tra gradiente e derivata temporale,
2 in realtd vincolata dalla ¥.2c del cap. 4° ai valori di
BDAT e DDAT, per cui la sua lettura potrebbe essere sosti-
tuita da un assegnamento diretto.

Seguendo l'ordine di chiamata nel MAIN, esaminiamo il pro-
gramma di STAMPA. A seconda del parametro IST; esso produce
un tabulato diverso; facciamo solamente notare che da esso
viene chiamato SOIMOD, al fine di calcolare e stampare gli
errori relativi della soluzione, definiti come sopra.

Il sottopfogramma SOLMOD calcola, a richiesta, la soluzione
analitica del problema o le sue due derivate spaziali o la
derivata temporale. Nel programna qui mostrato non vengono
mai utilizzate le formule della derivata seconda e di quella
temporale che sono perd servite in fase di messa a punto.
GZERO & il sottoprogramma che calcola il vettore G al tempo
T=0, La sua struttura & semplicissima.

SISTRE & il sottoprogramma che realizza 1l'integrazione tem-
porale di Heun, data dalla:3.,7 del cap. 49. Da esso parte‘
la chiamata di DERSEC che calcola la derivata seconda su
tutto il dominio di integrazione, secondo le formule del
par. 4 del cap. 39. Unica cosa degna di segnalazione in
SISTRE & il salvataggio dei valori UX(1) e UX(2) che ser-

vono per poter applicare le 3.14 del cap. 4°.
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Il sottoprogramma CALORE & invece adibito alla risoluzione
dell'equazione parabolica, una volta che siano note le con-
dizioni al contorno. Da esso vengono chiamati QR e SOLTRI.
Essenzialmente CALORE risolve il sistema 3.15 del cap. 29,
QR calcola i coefficienti 3.7 del cap. 2°, mentre SOLTRI
risolve il sistema tridiagonale risultante. L'algoritmo
adoperato in SOLTRI & uno classico preso dalla letteratura
[(2) , che risolve sistemi di ordine da 2x2 a NPITANFIT.
Poiché in tubti i sottoprogrammmi abbiamo imposto come
massima dimensione dei vettori 1010, SOLTRI pud in concre-
to risolvere sistemi fino a 1010x1010. Chiaramente nel
sottoprogramma QR devono essere calcolati i valori dei
coefficienti dell'equazione parabolica, il che & stato
realizzato, per esigenze di flessibilitd del programma;
con due sottoprogrammi ALFA e BETA che danno il valore
rispettivamente del coeffieienti delle derivate seconda

e prima. In questo caso ALFA produce il valore costante
DDAT e BETA il valore #.

I1 sottoprogramma TGRAD & analogo a DERSEC, calcolando
perd la derivata prima su tutto il campo di integrazione
senza conoscere il gradiente al contorno sinistro. In
pratica applica le formule 3.11 e 3.12'del cap. 4°..
Alleghiamo qui di seguito i tabulati del MAIN e di tutti i

sottoprogrammi che compongono il programma.
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MAIN PER IL PROBLEMA MODELLD | 57

skkk ksl ECEND AR ok nk
DH = PASSD DI DISCRETIZZAZIONE SPAZIALE * DUTPUT
DT= PASSO DI DISCRETIZZAZIONE TEWPORALE * DUTPUT

KH = H. PUNTI DELL’ASSE SPAZIALE (H=0 EQUIVALE A KH=1) * INPUT

KT = N. PUNTI DELL’ASSE TENWPORALE (T=D EQUIVALE A KT=1) % INPUT
SH = MASSIMO VALORE DI H (SODSTITUISCE H=INFINITO) %INPUT o

8T = MASSIMO VALORE DI T = INPUT

HT = LIVELLO DI TEMPO (DA f A KT) T=0 EQUIVALE A NT=1 =*

BDAT = COSTANTE DI SMORZAMENTO DELLA CONDIZIOME INIZIALE x INPUT :
TSDAT = TEMPERATURA INIZIALE SU TUTTO LO SPRZI0 E TEMPERATURA
ALLYINFINITO & QUALSIAST TEMPO #* INPUT
ZDAT = COSTANTE NELLA RELAZIONE TRA GRADIENTE E DERIVATA
TEMPORALE aALLA SUPERFICIE % INPUT
DDAT = COSTANTE DI DIFFUSIVITA' * INPUT
U0 = TENPERATURA ALLA SUPERFICIE (H=0, T=QUALSIASI> *» OUTPUT
UCONT = TEMPERATURG ALL’INFINITD (IN H=SH)>. |
* INPUT DA PROGRAMMG i
UT = TENPERATURA (SOLUZIOHE DELL'EQUAZIOME DEL CALORE) SU TUTTO LO
SPQZIO ESCLUSY GLI ESTREMI (H=0 E H=SH).  VETTORE DI DIM=KH-2
UTO = TEMPERATURA SU TUTTO LO SPAZIO (ECCETTO CHE ALL’ INFINITO CIOE
DOVE VIENE ASSUNTO IL VALORE DI UCONT) AL TEMPOD T=0. !
- VETTORE DI DIN KH-1 * INPUT DA PROGRAMMA §
GRT = GRADIENTE DELLA TEMPERATURA ALLA SUPERFICIE (E’ HOTO SOLAMENTE
QUELLO al TEMPO T=0)> % QUTPUT

COMMON/PARAM/BDAT, TEDAT, ZDAT, DDAT, KH, KT, SH, ST, RINZ,VINZ
COMMON/CALCOL ZDH, DT, KH1,KH2, KH3,NT
COMMON/STANMP/GRT, R, V., UT, UO, UCONT
COMMON/DERIV/UX, UXLP, UX2P
COMMON/TEMPER/UPRO, UPRI , UPR2, UPR3
PARAMETER NNN=1010
DINENSION  UTOCHNHY,GCNNN, UTCHNHD, UXCNNKD
LETTURA DATI
CALL LEGGI
CALCOLO DI ALCUNI PARAMETRI
KH1=KH-1 |
KH2=KH-2 |
KH3=KH-3 |
KT4=KT~4
DH=SH/(KH-1) |
DT=ST/CKT-1) |
RLAMD A=DT#0.5/C DH*DH )
CALL STAMPAC1)
CALL STAMPAC3)

ASSEGHAMENTO DEI VALORI NOTI

CONDIZIONI INIZIALI
B0 1 I=1.KHI
DHI=(I~-1)*DH
UTOCI)=EXP(~BDAT*DHI)>
CONTINUE
CONDIZIONI AL CONTORNO
UCONT=0

ASSEGNANENTO DEL VALORE NOTO DEL GRADIENTE DELLA TEMPERATURA ALLA
SUPERFICIE AL TEHPO T=0
GRT=-BDAT
UR(1)=-BDAT*EXP( -BDAT*DH)
UA(2)=-BDAT+EXP( -BDAT+2*DH )




UX1P=1) -
HY2P =0

NT=1 58,'

C .
C ASSEGNAMENTO DI UTO AL YETTORE UT E ALLA VARIABILE U0
C PER POTER UTILIZZARE IL SOTTOPROGRAMMA DI STAMPA

[ R ] CITICICICD [} M

Uo=UT0(1)

DO 22 I=1,KH2

I[1=]+}
CUTCDD=UTOCILD

22 CONTINUE

P R

T

26

I [

13

b]

STAMPA DEL VALORE DEL GRADIENTE DELLA TEMPERATURA £ DELLA
TENPERATURA At TEMPO T=D (NT=1)
CALL STAMPA (20
CALCOLOD DI G AL LIVELLO ZERO
CALL GZERO(G,UTO,UCONT,RLANDA)

SOLUZIONE DELL’EQUAZIONE DIFFERENZIALE CHE LEGA IL GRADIENTE
ALLA DERIVATA TEMPORALE DELLA TEMPERATURA AL TEMPO T=0. IL
RISULTATO DELLA ELABORAZIONE E’ LA TEMPERATURA ALLA SUPERFICIE

AL LIYELLD NT=2 (T=DT)

CALL SISTRECUTOC1), U0, UCONT,GRT,G, RINZ, R, VINZ, ¥, T}
CICLO FONDAMENTALE DI CALCOLO DELLA SODLUZIONE DAL PRIMO LIVELLD

B0 T HNT=2,KT
T=(NT-13%DT
. CALL CALORECRLAMDA,UT,UD, UCONT,G.R)
CALCOLO BEL GRADIENTE DELLA TEMPERATURA alLLA
SUPERFICIE AL LIVELLO NT
8ﬁLL~TERRD(GRT,UTJUOaUCONT»G;R;V)
STRHPA DEL GRADIENTE DELLA TEMPERATYURA ALLA
SUPERFICIE E DELLA TEMPERATURA SU TUTTO LD
SPAZIC, AL LIVELLD NT
IFONT ER.102.0R NT EQ.12)URITECE, 13>
FORMAT(//7,° TEMPO TEMPER .SUPERFICIE’,
* ! ERR.REL .TEMP .SUP. GRAD. TENP .SUP. ',
# "ERR.REL .GRAD. PASSO TEMPORALE H.')
EALL SOLMOD(GRTVER, O, (NT-13%0T.,2)
LALL SOLMODCUOVER,Q, (NT-1)*DT, 1)
IFCGRTVER NE .0 )EGR=(GRT-GRTVER M/ GRTVER
IFCUOVER. NE. O XEUDVER=C UD-UOVER )/ UBYER
IFCGRTVER .EQ .0)EGR=0
IF(UOVER.EQ.DIEUOVER=D
IFCHMODONT, 200 ER. 0
* WRITECE.,26T, U0, EUDVER, GRT,EGR,NT
FORMATC' T=',E10.4,' U0=’,E14.8,’ EUDVER=',.E8.2,
* ! GRT=’,E14.8,’ EGR=':ES.2:, HT=’,18)
IFCHT LY. 3. 0R.NT.E@.101.0R.NT.GY KT4.0R.NT EQ.11)}
* CALL STANPA(2)
CALCOLO DEL NUOVO VETTORE € CON FORMULS DI RICORSIONE
GCLd=2#U0-G( 1} '
D0 6 I=1,KH2
It1=]+1
GCIT)=2xYTCI)-GCIL )
CONTINUE
GOKHI=2+UCONT-GC(KH )
SOLUZIONE DELL'EQUAZIONE DIFFERENZIALE CHE LEGA IL
GRADIENTE ALLA DERIVATA TEWPORALE DELLA TEMPERATURA
AL LIVELLO NT. IL RISULTAYO DELLA ELABORAZIONE E’ LA
TEMPERATURA ALLA SUPERFICIE AL TEMPO SUCCESSIVO
CALL SISTRECUD, UON,UCONT.GRT,G.R, ROUT, Y, YOUT, UT)
HO=UON
CONTINUE
stTop
END
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" GUBROUTINE LEGEGI .
YERSIONE PER IL PROBLEMA MODELLO 59,

QUESTO SOTTOPROGRANMA LEGGE TUTTI I DATI E I PARAMETRI HECESSARI
HETTENDOLI IN AREA DI COMMON

COMMON/PARAM/BDAT ., TBDAT, ZDAT, DDAT, KH, KT, SH, ST, RINZ, VINZ

COMMON/BOLLA/ELLE, KAPPA,ROL,PIV.P8,SIGHA

888

QUES
£ DE
IDER
IDER
IDER
IDER

WRITE(G.,1)

FORMATC’ SCRIVI IL VALORE DI KH'3
READ (5.2 KH

FORMAT ()

HRITE(G.,3)

FORMAT(’ SCRIVI IL VALORE DI KT’}
READ(S,2) KT

WRITE(G.,4)

FORMAT (' SCRIVI IL VALORE DI SH')
READ(3.,2) SH

WRITE(6,3)

FORHAT (’ SCRIVI IL YALORE DI ST’)
READ(S.,2) ST

IFCKH LE.O.OR.KT.LE.0.OR . SH.LE . O.OR.ST.LE.0>GDTOD 99
WRITE(G6.6)

FORMAT (' SCRIVI IL YALORE DI BDAT’»
READ(S., 2> BDAT

WRITECG,7)

FORMATC’ SCRIVI IL YALORE DI DDAT’' )
READ(S.,2) DDAT

WRITE(G.8)

FORMAT (° SCRIVI IL YALORE DI ZDAT’ )
READ(S, 2> ZDAT

GO TO 55

WRITEC6.,100)
FORMATC’ UMD DEI SEGUENTI DATI: KH,KT.SH,ST,RISULTA’

' NEGATIVO0 O NULLO')
GO TD 888
RETURN
END

SUBROUTINE SOLMOD (SU.X,T.IDER>
T0O SOTTOPROGRAMMA CALCOLA TIL VALORE DELLA SOLUZIONE AaNALITICA
LLE SuE DERIVATE PER IL PROBLENMA MODELLO, MWEL NODOD (X.T)
I CALCOLA LA SOLUZIONE
2 CALEOLA LA DERIVATA PRIMA SPAZIALE
3 CALCOLA LA DERIVATA SECONDA SPAZIALE
4 CALCOLA LA DERIVATA PRIWA TEMPORALE

CONRON/PARAM/BDAT, TBDAT ,ZDAT,DDAT, KK, KT, SH. ST, RINZ, VINZ
COMMON/CALCOL/DH, DT, KHL, KH2, KH3,NT
60 TO €(1,2.3.4), IDER
SU=EXP(-BDAT*X+BDAT*BOAT*DDAT*T)
RETURN
SU=-BDAT*EXP(-BDAT#X+BDAT*BDAT*DDAT*T)
RETURN
SU=BDAT*BDAT+EXP( -BOAT*X+BDAT#BDAT*DDATT)

RETURN
SU=BDAT*BDAT*DDAT*EXP( -BDAT=X+BDAT*BDAT*DDAT*T)

RETURN
END

8 0 # ou
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SUBROUTINE STAMPA C(IST) 60

QUESTO SOTTOPROGRAMMA MANDA IN STAMPA DATI E RISULTQTI
IN DIPENDENZA DAL VYALORE DI IST

IST
IST
IST

LR B R B XK

*

~

1 STAMPA I DATI DI INGRESSO
2 STAMPA LA SOLUZIONE DEL PROBLEHMA
3 STAMPA I DATI DEL PROBLEMA MODELLO

i

PARAMETER NN=1010
COMMON/PARAM/BDAT, TBDAT, ZDAT, DDAT, KH, KT, 5H, ST, RINZ, VINZ

COMMON/BOLLAZELLE, TKAPPA, ROL,PIV, P8, 5SIGHA
COMMON/STANP/GRT, R, ¥, UT, U0, UCONT

COMMON/DENS/ROV, DROV
DIMENSION UTCHN?
COMMON/CALCOL/DH, DT, KH1,KH2, KH3, NT

GO T0(1,2,3.4,5), IST

WRITE(G6,11) KH,.KT,SH,ST,DH, DT :

FORMATC1HL, ' DATI DI IHGRESSD’,//,’ KH = ’/,18,

' (H. PUNTI DELL ASSE SPRZIALEY ,/,' KT = ',18,

' (N. PURTI DELL ASSE TEMPORALE}'./,’ SH = ',E14.8,

' (ESTREMO SUPERIORE SPAZIALEY',/,' ST = 7,E14.8,
(ESTREMO SUPERIORE TEMPORALE)'.///,' PARAMETRI CALCOLATI’,//,
" BH = ‘',E14.8," (PASSO DI DISCRETIZZAZIOME SPAZIALE)Y!

o0 DT = ' ,E14.8,7 (PASSO O DISCRETIZZAZIONE ',
'TEMPORALE !, /7))
RETURN
CONTIMUE
T=(NT-13%DT

CaLL SOLMODCGRTV,0.7.,2)

IF (GRTV.EQ.QJERGRT=0

IF (GRTVY.HE. OI)ERGRT=(GRT-GRTV)/GRTY
WRITE(6.,12) T,GRT,ERGRT

FORMATCIHI, 40X,'T =’ ,E14.8,//,10%,
'GRADIENTE DELLA TEMPERATURA ALla &UPERFIC{E’

Ei4.8,’ ERRORE RELATIVO’,EB.2,///,3(C H :
'SOLUZIONE ER.REL.' 23

HO=0

H1l=0H

H2=2*DH

CALL SOLMOD(VUO,0,T,12
Call SOLMODCVUL HI-T.13
CALL SOLMOD(VUZ,H2,T.1)
IF(VUD . NE .0 XEUO=CLO-YUB)/YUD
IFCYUT NE . OEUL=CUTCLX-YULX/VUT
IF(YU2 NE.DEUZ=(UT(2)-¥U2)/YU2
IFCYUD.ER.0XEUO=0
IF(YU1.E@.0XEUL=0
IFCVYU2 EQ.0)EU2=0
WRITE(6,42 30, U0, EU0,H1, UTCL1)Y, EUL, H2,UT(2),EU2
FORMAT(3(2X,E12.6,2X,E14.8,E8.2)>
PO 22 I=3,KH2.,3
IFCI.GT.10.AND . HODCI,15) NE.OXGOTO 22
Ii=1I+1
[2=1+2
H=1#*0H
Hi=I1%DH
H2=12xDH
CaLL SOLMODCVUO.H.T,13
CaLL SOULMOD(VUL,HL,T,1)
CalLl SOLMODCYU2,H2,T,1)
IFCYUO NE .0 EU0=CUTC(I )-YUD )/ VUO
IFCYUL NE . OOEUI=CUTCIL)-YUL)/VUL
IFCYU2 NE 0EU2=CUT(I2)-V¥U23/vu2
IF(YUD  ER .0JEUD=0
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IF(YUL . EQ.0)EUL=0
IFCYU2 . EQ .0 YEU2=0
EU3=0
KH2MI=KH2- [ +1
IFCKHZNI.GT.3)60T0 52
GOTO (200,201,202),KH2HI |
WRITEC6,2000 ), UTCI Y, EUD, HI, UCONT, EUY : |
FORMATC2(2X,E12 .6,2%,E14.8,E8.2)) |
GOTO 22
mar§§<5,32>u.urcx>,suo,n1,ur<zi).Eux,uz,ucour.£u3
5OTO
WRITE(, 2020)H,UTCI ), EUO, H1, UTC I Y, EUL, H2,UTCTI2), EU2, SH, UCOK
FORMAT(3(2X,E12.6,2X,E14.8,E8.2),/, 2%, E12 .6,2%,E14.8,E8 . 2
GOTO 22
WRITEC6, 32 YH, UTC Ty, EUO, HL, UTCIL), EUL, H2, UTC 12 ), EU2
- FORMAT(3(2X,E12 . 6,2%,E14.8,E8.2))
CONT INUE
RETURH |
WRITECG,13) BDAT.ZDAT,DDAT |
FORMAT (/' DATI DEL PROBLEMA MODELLO’,//,’ BDAT = ’,E14.8
' (COSTANTE DI SHORZAMENTO NEL PROBLEMA MODELLD)’,
/,' ZDAT = ‘,E14.8,’ (LAMBDA NEL PROBLEMA HODELLQ)
,/:" DDAT = ’E14.8,' (DIFFUSIVITA)')

RETURN
CONTINUE
CONTINUE

RETURMN

END

|




NS QG ) BN L B DS e

I R OO LS e

5% LR o God 03 s

Pk ook foh pua
G I e O3 v Q0 = B4 LR B Gl T3

SUBROUTINE GZERO(G,UTO, UCONT,RLANDBAD
£ VYERSIONE PER IL PROBLEMA MODELLO 62.
C CALCOLD DEL VALORE 0L G AL LIVELLD ZERD
COMMON/PARAN/BDAT, TBDAT, ZDAT, DDAT KH, KT, SH, ST, RINZ, VINZ
COMMONZCALCOL/DH. DT, KHL,KHEZ, KH3,NT
DIMENSION GCKH), UTOCKH)
DO 1 I=1,KHI
X=([-1)%DH
GC I X=UTOCI)+RLAMDAXDHADH*BDATHBDAT*DOATHEXP(-BDAT*X)
1 CONTINUE
GCKHYSUCONT+RLAMDAXEDAT*BDAT*DDAT+DHEDH*EXP( ~BDAT*5H )
RETURMH
END

SUBROUTINE ALFA(DIH,R.A¥)
£ CHLCOLA IL COEFFICIENTE DELLA DERIVATA SECONDA NELLA EQUAZIONE

E PER IL PROBLEMA MODELLO
v PR Cntggnouxpnagmxsoar.raﬁar,zonr,ooar,KH,Kr,SH,sr,ﬁxxz,vxnz
AV=DDAT
RETURN
END

: QLCQLﬂsgﬁagUTINE BETA(DIH,R.BV)

C C CEFFICIENTE DELLA DERIVATA PRIMA NELLA EQUAZI

L DEL CALORE PER IL PROBLEMA MODELLO RuRzIoNE
B¥=0
RETURN
ERD

SUBROGUTINE SISTRE(CUIN, UOUT UCGHT,GRTIN. G, RIH.ROUT,VIN, VOUT, UT:

€ VERSIONE PER IL PROBLEMA MODELLO

C SOLUZIONE DELL'EQUAZIONE DIFFERENZIALE CHE LEGA IL GRADIENTE ALLA

C DERIVATA TEMPORALE SULLA SUPERFICIE DELLA LASTRA

£ VIENE UTILIZZATA LA FORMULG DI HEUN DEL SECONDO ORDINE

G :

: COMMON/PARAN/BDAT, TSDAT, ZDAT, DRAT. KH, KT, SH, ST, RINZ, VINZ
COMMON/DERIV/UN, UXIP, UX2P
COMMON/CALCOL/DH, DT, KHL, KH2,KH3, HT
PARANETER NN=1010
DIMENSION GCKH), UXCHN),UT(KH2)

UXTI=(URXC1I-UXLIP /DT
UAT2=CURC2)-UX2P /DT
IFCNT. ER. 1)UNTI=-BDAT**3 *DDAT*EXP(~-BDAT*DH?
IFC(HT.EQ. 1 )UXT2=-BDAT**3 . «DDAT*EXP(-BDAT*DH*2)
UXX0=2ZDaT/DDAT*GRTIN
CALL DERSEC(CUXX0,UXX1,UKX2)
IFCNT . ER.1UNKI=BDATx#2 «EXP(-BDAT*DH)
IFCHY . EQ .1 YUXX2=BDAT* %2 *EXP(-BDAT%:DH%2 )
RKI=DDAT/DH%%2 . /(1-6./BDAT/DHY*(-11 5+UIN+8 *UT(1 )4
* 3.5%UT(2)-8. #DHRUXCL I-DH*UK(Z))
RK2=DDAT/DH*%2 . /(1~6. /BDAT/DH (11 Fx(UIN+DT
* *RK1)+8 . #(UTC1X+DT#DDATHUKK 1 )+ . S%(UT(2)+DT*DDAT
* *UXK2 )-8 #DH¥CUKCL +DT*UXTL )-DH¥(UX(2)+DTHUXT22)
JOUT=UIN+DT*0 . 5%(RKI1+RK2D
UX1P=UX(1>
UX2P=UX(2?»
99 RETURN

END
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YERSIONE PER EQUAZIONE DEL CALORE SENZa VELOCITA’

RISOLVE L‘EQUQZIONE DEL CALORE CON CONDIZIONI DI DIRICHLET
Al LIVELLO DI TEMPO NT

TRIDIAGONALE DI INCOGNITA UT AL LIVELLD HT.
VENGONO GENERATI I VALORI DI UMM{1) E UMP(KH2) ANCHE SE NON

YERRANND MAI UTILIZZATI

£ SOLUZIONE DEL SISTEMA DI INCOGNITA UT

63,

SUBROUTINE CALOREC(RLAM,UT,UD,UKH,G,RIN)

COMMON/PARAN/BDAT , TBDAT, ZDAT. DDAT, KH, KT, SH, ST, RINZ, VINZ
COMMON/CALCOL/DH, DT, KH1,KHZ,KH3 . HT

PARAMETER NN=1010 ;
DIMENSION GCKH),UTCKHZ ), QPCNN), BOCNN Y, OMCNNY , CONN DY, UNMCNN )

RPCNNY ROCNNDY, RMCNN ), UMPCNMY  UMOCNN)Y , UNOTOC NN

OLO DEGLI OPERATORI TRIDIAGONALI & Eﬁ R AL LIVELLDO HT
CALL QR(RIN,GP.,Q0,0H,RP.RO,RM)

CCLY=CAMCL)~-RLAM®RUCT ) )LD
DO 1 I=2,KH3
C(I)=0
CONTINUE
COKHZ)=(QP(KH2 )~RLAM*RPCKH2 ¥ ) *UKH

OLO DELLA MATRICE E DEL VETTORE TERMINE NOTO DEL SISTEMA

DO 2 I=1.KH2
[1=1+1
I2=1+2
UMPCI)=GPCI)-RLAN*RP(I)
UMDCIX=G0(I)-RLAM*ROCT)
UMHCI)=GMCI )-RLAMKRMCI)
UNOTOC T =@MCI)*GCT 3 4+Q0CT GO L1 )+@PCII*G(I2)-CC L)

CONTINUE

CALL SOLTRICUMO,UNM,UMP,UNOTD,KH2,UT)
RETURN
END
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SUBROUTINE QR(R,QP,Q0,8M,RF,R0O,RM) 64

{ VYERSIONE PER EQUAZIONE DEL CALORE SENZA VELOCITA’
C CALCOLO DEI DUE OPERATORI TRIDIAGONALI @ E R

c

COMMON/PARAM/BDAT, TBDAT, ZDAT,DDAT, KH, KT, SH, ST, RINZ, VINZ
COMMON/CALCOL/DH, DT, KHT ,KH2, KH3, NT
DIMENSION QPCKHZ ), QOCKH23, QMCKH2),RP(KH2),ROCKH2), RH(KH2 )
DO 2 I=1.,KH2
DI=1#%DH

CatL ALFA(DI.R,AI}

DI1=(I+1)*DH

CALL ALFAC(DIL1,R,AIL)

DIMLI=CI-1)%DH

CALL ALFACDIMI.R,AINL)>

CALL BETA(DI,R.BI>

Catl BETA(DILI,R,BI1)

CALL BETACDIMI,R,BINL)

AP(I =6 +AI*AIMI+DH*(S*AINI#BI-2%AI*BINL )~ DH*DH*BI*B I ML

QOCI)=60kAT1*ATMI~ IG#DH*(QII*BIN1~BII#AIHI)-

* 4+DH*DH#BI 1#BIM1

GMCI)=6*AI*AL1-DH*(S*RI1#BI-2%AI%BI1 )~DH*DH*BI*BI1
RPCL)=QPCI)%CAT1+1 . 5*%DH*BI1 )+00CI )% CAL+. S*DH*B j+

L QUCTd*CAIME- S*DHxBIMNL )
RMCI)=QRPCI)*CAT1+. SxDH*BI1)+@0CII*CAI~ S#DH*BI )+
* GUCI I *CATML~1 S«DH=BIM1L)
ROCII=-(RPCID+RHCID)
CONTINUE
RETURM
END

SUBRDUTINE DERSECCUXKO,UXX1,UXX2)

YERSIONE PER IL PROBLEWA MODELLO
AUESTO SOYTOPROGRAMMA CALCOLA IL CAMPO DELLE DERIVATE SECONDE

- E PRODUCE IN USCITA LE DERIVATE SECONDE NEL SECONDO E TERZO
NODO .

IL VALORE DELLA DERIVATA SECOHDA HEL PRIHO NODO E’' DATD

IN INGRESSO.

PARAMETER NN=1010
COMMON/PARAM/BDAT, TBDAT. ZDAT,DDAT KH, KT, 8H, ST, RINZ, VINZ
COMMON/CALCOL/DH, DT, KHL, KH2, KHI,NT

COMMON/STAMP/GRT R, V¥, UT,UD, UCONT |
DIMENSION UXXCHH)Y, UTRXMCHN), UTRXODCHN), UTREPCHN ), UNCHN D), UTCNR)

DO 1 I=2,KH3
[{=1+1
IMi=I-1
UTRXDCI)=10.%DH*DH
UTRXNUC I ) =DH*DH
UTRXPCI)=DH*DH
UNCI D=1 2%UTCIL ) -24%UTCI)+12xUTCINL)
CONTINUE
UTRXM(12=0
UTRXOC1)=10%DH*DH
UTRXP(1)=DH*DH
UTRXOCKH2)=10%DH*DH
UTRXM(KH2)=DH*DH

UTRXPC(KH2)=0
UNC1)=12#U0~-24%UT (1 3+12%UT(22-DHADH*UNXO

UNCKH2)=12%UCONT~24%UT(KH2)+12#UT(KH3
CALL SOLTRICUTRXO.UTRXM, UTRXP,UN,KH2,UKX)
UXZ1=UNR(1)D
UR¥2=Ux8C2)
RETURH
END
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SUBROUTINE TGRADCGRT,UT, U0, UTKH, 6, RIN,VIN)

YERSIONE PER IL PROBLENWA MODELLO

QUESTO SOTTOPROGRAMMA CALCOLA IL VALORE DEL GRADIENTE DELLA
TEMPERATURA ALLA SUPERFICIE DELLA LASTRA., PER IL PROBLEMA MODELLO
AL LIVELLD NT §
DIAGONALE PRINCIPALE
DM = DIARGONALE INFERIORE

DIARGONALE SUPERIORE

o)
<
1

TER= VETTORE DEI TERMINI NOTI

PARAMETER NN=1010
COMMON/PARAM/BDAT, TEDAT, ZDAT,DDAT.KH KT, SH,ST,RINZ,VINZ
COMMON/CALCOL/DH.DT, KHL,KH2, KHI NT
CONMON/DERIV/UX,UXLIP ., UX2P
DIMENSION GCKH3, UTCKH2), UXCNNDY DOCNN ), DMCHN )Y, DPCHN Y,
* TERCHN}
DOC1)=. 96xDH*DDAT+ 24*%DH*DH*ZDAT
DP(1)= 30*xDH*DDAT+ . 06*DH#DH*ZDAT
TERCLD=UTC2)%( . 87%DDAT+ 18+DH*ZDATI-UT( L ¥ 48%DDAT-
* UD%( 39+DDAT+. 18*DH*ZDAT)
DO 1 I=2,KH3
I1=1+1
IMi=1-1
DOCI)=4%DH/3
DPCI)=DH/3
DHCIN=0H/3
TERCII=UTC(I1)-UT(INL)
CONTINUE
DM(KHZ d=DH/3
DOCKHZ »=4%DH/3
TERCKH2)=UTKH-UT(KH3)
CALL SOLTRICDO,DNM,DP,TER,KH2,UX)
GRT=(DDAT/CDH*(29+DDAT+6*DH*2DAT 3 % ((~20%DH*UX(1 J+
* CDH*URCZ I )-48%(UO-UT(1)))
RETURN
END
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SUBROUTIMNE SOLTRICHG, MB, MC,F, N, X2

RUESTO SOTTOPROGRAMNMA RISOLVE UN SISTEMA LINEARE LA CUI MQTRICE‘
HA STRUTTURA TRIDIAGONALE |

*xk [EGENDA *x#
DIAGONALE PRINCIPALE DELLA MATRICE # INPUT
DIAGONALE INFERIORE DELLA MATRICE » INPUT
DIAGONALE SUPERICRE DELLA MATRICE  INPUT
TERMINI NOTI # INPUT
N N. DI ELEMENTI DEL SISTEMA * INPUT
X SOLUZIONE DEL SISTEMA * QUTPUT

PER COMODITA’ MB £ WC HANNO N ELEMENTI AMCHE SE NE SONO
UTILIZZATI (H-1), RISPETTIVAMENTE D& 2 A N E DA I A (N-1}.

Ma
ME
C
F

oo

Ui

IGINIMNGMIOTIOICIOIMOO,

FARAMETER NFIT=1010

REAL MACNI, MBIND, HOCCN Y, FOCND, RCN Y, ACNFITY, GACNFIT X, G(NFIT)
Ni=N-1

NiB=N-1

IFCN.EQ.2)N1B=2

¢ v
£ IL METODO DI CALCOLO DELLA SOLUZIONE E’ QUELLO CLASSICO
C DELLG LETTERATURA, BASATO SULL& FATTORIZZAZIONE IN DUE
€ MATRICI BIDIAGOWALI, UN A INFERIDRE E UNA SUPERIORE

C
£

FATTORIZZAZIONE

ACLx=HAGCL)

IFCACL 3 ER.DY GO TO 666

GACLO=NCCT 3/AC1 )

PO 1 I=2,N1B
I1=1 -1
ACI )= MACI) ~ MBCI * GACILD
IFCACI) . ER.O) GO TO 666
GACI) = HCC(IMacl)

1 CONTINUE
ACNY = MACH -NBCND*GA(NT )
IFCACNY.ER.0) GO TO 666

SOLUZIONE

GCLY = FCOL)/ZA8CL)
DD 2 IK =2,H
IKi=IK - 1
GCIK)= (FCOIKI-MBCIKD)®GCIKE) X/ACIKD
2 CONTINUE
X(NI=G(H)
DO 3 IL=1,H1
LI=N-IL
LIt=LI+1
RCLIX=GCLI)-GACLII*X(LIL)
3 CONTINUE

RETURN

666 WRITE(E, D) (ACLY,L=1,N)
5 FORMAT(' AMNULLAMENTO DI UN VALORE DI A, FATTORIZZAZIONE

*IMPOSSIBILE’,/,100C10E10 . 4./

RETURN
END

LICI Y
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2. Confronto tra risultati analitici e numerieci

Le prove numeriche da noi effettuaté per la risoluzione
del problema modello col programms di calcolo del par. 1
sono riassunte nella tab. 1, allegata gqui d4di séguito.

Il significato dei simboli 11 riportati & il seguente:
B & il valore che appare nella 1.1c del cap. 4°, D @&
quello della 1.7a del cap. 3°, DH & il passo di integra-
zione spaziale, DT il passo di integrazione temporale,
DT y ) oy EM
= . (come nel par. 3 del cap. 2°), &, 2

L™
-« . i .
1'errore relativo definito in questo modo &. = -—:%f%_:“ﬂﬂL_

. Vero

AN
mentre £X,é il corrispondente errore relativo del gradiente

~ “*n. = Uy

v K3 > ¢ r V .

superficiale, cioe Xo * ‘“a““ 2
‘ ‘vo vero

In tutti i casi abbiamo usato un reticolo spaziale di inte-
grazione composto da 101 nodi, il che‘significa che l'estre-
mo superiore di integrazicne & 10, gquando DH = 10“1, mentre

20 Il numero di passi temporali e

vale 1 quando DH = 10~
l'estremo superiore di integrazione variano a seconda del
valore di DT che si & voluto ottenere. Nella tabella 1
figurano solamente casi con 100 o 1000 passi temporali.
Dall'esame della tabella 1 si pud immediatamente verifi-

care (casi 1, 4, 5) come un elevato valore di X “causi

una precoce instabilitad. Se ne pud dedurre che il valore
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di ,* deve essere inferiore all'unith. Analoga conclus
sione pud essere dedotta per altra via notando che il me-
todo OCI-CN 2 del secondo ordine nel tempo e del guarto
nello spazio, per cui affinché 1l'errore si propaghi, nella
parte spaziale e in quella temporale, approssimativamente
nello stesso modo, il passo teuporale deve essere circa
due ordini di grandezza pil piccolo di uello spaziale.

I casi 3, 7, 9, 11 ne sono una conferma. Il caso 6 da un
certo punto di vista & un'eccezione: il suo valore di X

@ 5, e la differenza di ordine di grandezza del passi
spaziale e temporale & 1, Tuttavia 1l'errore al 100° passo
(cioe ger T = 0.1) & identico a quelio ottenuto con un
passo temporale di un ordine di grandezza pil piccolo,

al 1000° passo (cio® sempre per T =0.1).

Non basta perd fare considerazioni sul rapporto fra i passi
temporali per essere sicuri della stabilita dell'integra-
zione. E' necessario tener conto anche dei parametri B e D.
Nel caso 8 essi valgono 5 e 1 passi di integrazione sono
DH = 10~' ¢ DI = 1072 . Nonostante che A sia minore di 1,
lterrore della soluzione & grande sin dal primo passo. Il
motivo & che con un gradiente cosl elevato alla superficie
il passo spaziale & troppo piccolo per un'integrazione spa-

ziale accurata. Controprova & il caso 10, dove gli stessi
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valori DH e DT del caso 8 danno un andamento dell'errore
estremamente positivo. Cid perché in questo caso 10 il

~Bx +8DE
gradiente(che,ricordiamo, & -B£ ) & piecolo.
Nel caso 8, gli elevati valori di B e D provocano un aumen-—
t0 eccessivo del valore della soluzione che supera, prima
di raggiungere il 100° passo, la precisione di macciina

_ 125
(risulta infatti, per T = 1.e H= 0, W= £ ).

Dal confronto degli 5"0 del caso 10 e degli EM“ del caso
11, cioe per entrambi a T = 1, sembra che non si ottenga

un vantaggio dalla riduzione del passo tempurale e spaziale,
conservando lo stesso valore di A « LO stesso avviene
confrontando i casi 2 e 7., Bisognera valutare,in altre ap-
plicazioni di guesto schema di integrazione, .~ . 1l'oppore
tunitd di ridurre il passo temporale e aumentare percid il
il nunero di passi per raggiungere lo stesso tempo T, perché
non 2 detto che c¢id risulti conveniente, non solo ai fini
del tempo di calcolo ma anche della precisione:

La pil importante deduzione che si pud fare leggendo la
tabella 1 deriva dal confronto tra gli E&: e gli £, .

La loro sostanziale uguaglianza, o la predominanza alternata
( ma sempre con differenze di un solo ordine di grandezzaL
dimostra che lo schema di integrazione temporale della

“helazione tra gradiente e derivata temporale alla superficie

4
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ciod il calcolo del valore WUy, & effettuato con lo stesso
ordine di approssimazione di WUy, . Ma gquest'ultimo, essen-
dé un punto interno al dominio, non risente molto delle
condizioni al contorno, per cui si pud ragionevolmente sti-
mare che la propagazione del suo errore relativo Ew sia
dovuta essenzialmente all'integrazione temporale propria
del metodo OCI-CN, cio& al Crank-Nicolson, che & una ap-
prossimazione del secondo ordine.

Abbiamo cosl mostrato, come era negli intenti di questo
prdblema modello, come l'accoppiamento dei due metodi di
integrazione temporale (Crank-Nicolson e Heun applicato
alla 3.6 del cap. 4°) sla consistente.

Per yuanto riguarda la velocita di calcolo, con il program-
ma descritto nel par. 1, con un reticolo spaziale di 101
nodi, vengono computati circa 55 passi temporali ogni
secondo di CPU, Poiché la maggior parte del tempo di calcolo
¢ spesa nella risoluziuvne del sistemi tridiagonali e dato
che il numero di operazionl necessarie per risolvere uno

di questi sistemi & una funzione lineare del numero di in-
cognite (cio& del numewo di nodi), possiamo ricavare per
gquesto problema modello, i1 tempo . di esecuzione per

nodo e per passo temporale, che risulta ‘I.8°1O"4 sec.
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CAPITOLO 6°

La soluzione numerica del problema della dinamica di una

bolla di vapore in un liguido ‘

1. La trasformazione di coordinate

Riportiamo per comodita dal par. 4 del cap. 1° le equa-

zioni che regolano la dinamica di una bolla di vapore:

D 0/ JT\ . RR I - IT -
Gl 2t (Tae)- S L e e

2y OT 0 2 S dpe dT:
A1) 4T R*K »2;/%)2 L L(30p(1)+R g%u?}
(ic) T(z0)= Teo T(e€) 7 T
(t4d) RR+ 2 R- -;-(pvcvs)- P«,-—g_%ﬁi))

= 2 6 {(Tw) Vio)-= Vo
@-se) R(0) Spiom e (o)

T2,

Ai fini del calcolo numerico abbiamo proceduto a una opportu~

na trasformazione di variabile che riunisse questi due vantag-

gi: fissare a zero la superficie mobile della bolla, in modo

da integrare su un reticolo spaziale “fermo"; ampliare il
campo di integragzione all'aumentare del raggio della bolla.
Una trasformazione che riunisce queste due caratteristiche

¢ la seguente:

- 4 = JL —Ej* - i '==t
d:2) 1(& ) :
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Le equazioni 1.1 diventano cosl

@_3,) %(11—3%)% %fI (3({% +A__(i+3i) ) - __E7: " Z20
r?

(13%) %/m - L2 (Pelm) R & 4o %II%;T)

Q.I&o) T(}, o) Teo T(=.¢) 2 T

(43d) R = £]-3R+ ﬂpv(ri)-f,w ) zgrﬂ)]
(39 ®(9)- 2L ROI-Ve

Ovviamente, per il calcolo numerico, sostituiremo nella

seconda delle 1.3c un estremo di integrazione finito, per cui

@3f) T(zt)=Tw 04222y

Ai fini di considerazioni successive & importante notare
questa proprietd della trasformazione 1.2:

S dr o 0T v, 3T
Q-Lc ) JE = st -+ "'f)p

dove vy & la velocitd del liquido. Prendendo il suo valore
ricavato nella 2.5 del cap. 1°, otteniamo

(4.b) AT - 2T 4 RIRIOT
ot 6w thdt Y

e, operando la trasformgzione di variabile 1.2, risulta

(“) T, 22 2T, REGR D% IT
db‘ ‘Jé' 9 9 zrdb W oe

R(t), ciod z = 0 , risulta

OT_ 2R o7, £ d2 2 a = 21
fJR Q’db’ % dt' ’2’ 0 |3 M3 20

da cul per r =

@ud) 1) -
P 20
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Un'altra possibile trasformazione di variabile pud essere:
3 53
- T -R =t
@s) y= 4(F-R) o

che trasforma la 1.%1a in

1 S
Y. RYEIT L0 d(3y+R)7IT . Or Y20
@ ) b(.37+ ) 3121 ( Y ‘) 37 Y

che, rispetto alla 1.3a, ha il pregio di non contenere la

velocitd.

Entrambe le trasformazioni 1.2 e 1.5 fissano a zero la super-
ficie mobile della bolla. Per quanto riguarda l'ampliamento
del cawmpo di integrazione si comportano perd in modo sostan-
zialmente diverso. Per un y fissato, i} corrispondente valore
di r aumenta all'aumentare del raggio in modo che la diffe-

3

renza r3 - R” resta costante, cio& il volume di crosta sfe-

rica intorno alla bolla resta immutato, il che vuol dire che
la differenza r - R diminuisce all'aumentare di R, Ma,

come abbiamo accennato nel par. 1 del cap. 1%, la zona di
liguido intorno alla bolla in cul gli effetti termici sono
rilevanti ha uno spessore che & circa.(fﬁ?, che evidentemen-
te aumenta col tempo. A seconda del variare di R, se si pren-
de la trasformazione 1.5, ci sari un momento in cui la dif-
ferenza r -~ R corrispondente al massimo valore di y, sari

pil piccola diVﬁE?, rendendo cosl inefficace l'integrazione
spaziale (perché si ignorerebbe una regione in cui #li effet-

ti termici hanno ancora rilevanza).
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Questa eventualitd pud invece esseré evitata con la trasfor-
mazione 1.2. Infatti da essa deduciamo che

Q.;) 3z R 2R’ (2-R)(@% tlulz‘)

Possiamo scrivere approssimativamente per Z.’:R

ts) z-R=2zR

ciod obteniamo che per z fissato lo spessore della crosta
sferica intornoc alla bolls cresce all'aumentare di R. Poi-
ché 2 possibile ricavare dalle condizioni iniziali di 1.2 il
rapporto approssimativamente costante nel tempo VEP/R

(cff eé. 15 di [3] ), per l'integrazione numerica basterd
porre come estremo superiore di integrazione un valore di

z maggiore di tale rapporto, per essere sicuri che la zona
in cui gli effetti termici sono rilevanti rimenga sempre
all'interno del campo di integraszione.

Possiamo ora scrivere in forma discretizzata il proble-

ma 1.3

@.9&) ’%i (.‘h 33;)%75;: + (3'22; +%Cit3%;)%) Ta:-‘ -
) e atg Y [
@) T =Te T '=Tw lobs
Q.%{) R - -'ii[ 3R 44 {f\,('co) Pos - 2 G(% ))]

@.Se) R, = 26 (%) RO:: v
- Pl

Mma0,{2...

]
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dove h & il passo di integrazione spaziale,At'quello tempo~

rale (abbiamo indicato per semplicitd t invece di t'), e

e oy e, ey, e

02 ot il Y f::‘.

- Per semplicita abblamo anche omesso gli indieci di dipenden-
za temporale in R, ﬁ, ﬁ.
L'integrazione numerica del problema 1.9 segue quella

indicata per il caso generale nel cap. 3°. Seguendo le

stesse notazioni di K, E, S, Z, la 3.2 del cap. 3° diventas

@10) Tzo = K *E T?E-o = C’V*E T?;a

dove
C= __f_«——‘rk ( E:—éz.bm,o["( 4
-‘L&gl 3k dlp\ 1-4Ld de

La 3.9 del cap. 3° in questo caso & quindi

(144) T . 2% 52 L o089

1¢ £ 4
23 &

mentre la 3.10 diventa

_ bV 4
<é4;) Tea, = fﬂﬁjf:zjﬁy—ﬂ’ + E>(ﬂ¢)

L'equivalente della 3.15 del cap. 3° sara

,‘_,Cl/ 54.6,!}(,«/
(1e) T |2 14 BE
| R 1+ &£ e ie%%

che, raccogliendo i termini comuni a S e a Z, diventa

({.13!)) T, = d[PR*d/TL*ETz*“ 3"*?7;21.77*6!/]




e

oz —D /A:(i'f%) Z=(1+_é_’:.

29 &
< -4 _ 432 A AR 1
> A a’wz-*zs/;f

e:..zz_%x w= —%’Z—-%’Q

- -4+ L Te - £ 36,264 4 164
f % 29 L 2% 2WE 2>

Tutti questi coefficienti dipendono da E, che & funzione
di %Z‘: , quindi del tempo. Tuttavia per semplificare i
contsi,odato che .3.? ® in generale ecostante per 4f piccoli,
°

supporreno E costante su un passo temporale. Gli unici
coefficienti che dipenderanno dal tempo saranno percid
e C, che dipendono dal raggio.

Seguendo la procedura indicata nel cap. 32, le 4.2 di
quel capitolo si possono scrivere in questo caso
(144 a) To= ()] pTot g Trs e Wi grge‘u T C(Ra) Vo]
@.U( 6) R = Vm
Gl i £ L e 2505 ]
. “ M
(tud)  Re= 20l V=7,

Pr(le)-Peo
La formula di Heun applicata al sistema 4.14 44, tenendo
presente che O(CQ»\) = - Z.'%ﬂ. O(UQM)
L)

e scrivendo X, E oLOZ,\) . C." = C(R.) C.,,E'g_glt
2ta

ki

it
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Q‘.“"‘) T Ty .45‘5%}3 PR T €T, wr Ty s
S T M Cati g p(1(1- 2 )4 4574
wy (T2 ) e st ) g(g"(i~%%)+txt7;‘j+
4w (7};‘(1«' Z.Lfé)+ At 7;;)+
+ ¢ (T2 (1 z_.g;;) +4¢E 7;;)+

+ T(Cata(t- 2} 8E(Ca Vs )]
@15&) R"H:L: R..+ _A,_ZL(VM* (VM+ At V,,.'))

459 Vo Voo 1L (3 1 (1o -pee 210

k. .
+__i_——~—v - _} VM Aé‘},\z 4 0“‘ “t
RM*A(?Q« 2( t ) +/(F¢(T *467‘;)

m———_

~Peo — 2 §(To+ At-"l;:‘)]}
"
che & l'equivalente delle 4.4 del cap. 3°.
Supponiamo che al tempo t = tn siano noti la temperatura
e il gradiente su tutto il dominio di integrazione, oltre
al raggio e alla velocitd. In pariicolare saranno noti
T T TS T e, Ve, Ra

Le altre variahili presenti nelle 1.15 si possono ricavare

come nel caso generale del cap. 3°
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M .
Teo si pud ricavare dalla 1.14a stessa al tempo tn.

VM' si pud ricavare dalla 1.14c stessa él Yempo tn.
Cpe olC.. RM - ¢V (nell'ipotesi fatta di sola dipen-
Ol ks R
denga da R).
-~ - .
Tﬁ e Tez si possono ricavare dall'equazione 1.3a (sempre

tenendo presente la 1.4d) che, ad esempio per 7;" (ma il
]

-
ragionamento & identico per th ), si pud cosl riscrivere:

@.15) Tt: 2 %(if 3 ?&)% T‘,}: -r(:}_%’?_h —l% (1* 33&)7 TZ:

~ “

3, & gia noto. Tz;’_ si pud ottenere risolvendo, come gid visto
per il caso generale, il sistema tridiagonale 4.7 del cap.3°.
Fer risolvere questo sistema sono ftuttavia necessari: i valo-

- An ~M -~
ri ru,., e T“fu . T%GN si pud, senza fare nessuna ipotesi
restrittiva, porre a zero, dato che per la 1.3f la tempera-

tura lontano dalla'bolla resta costante, Tn: & noto dalla

1.12.

T

- .
't e T‘,‘ possono essere calcolati con una formula di
3 ¢ :

gquesto tipo:
-— i
@.1?) 7;24‘: f2y - Ta, + 8(46)
“ O Ut A R
At
Ricordiamo che & sufficiente un'approssimazione del 1° or-
~
dine perch& nella formula di Heun Té*: ¢ moltiplicato per
z .
@t) e quindi l'errore totale resta di ordine 0(4&3), come

appunto gquelle delle formula di Heun.
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La applicagzione délla procedura di integrazione temporale
descritta dalle 1.15 ha perd mostrato una precoce instabili-
td, costringendoci ad adoperare un metodo alternativo.

La soluzione adottata ¢ stata la trasformazione della inte-

grazione esplicita in una forma parzialmente implicita.

2. Il metodo parzialmente implicito di integrazione

temporale

Interroumpiamo la trattazione del problema della bolla
per descfivere in generale la formula parzialmente implici-
ta di integrazione temporale del 2° ordine che usefemo in
seguito.

Supponiamo di avere un'equazione differenziale del tipo

9 TY f(yét 2 (f), - B[e) + g(alt)-eee "0)

2.

('\

Dimostriamo che si pud scrivere

@2) NARAE Yo Aé[ﬁ(}mﬂ, 3t g™) %(y RIS )
* 3(“1"“—‘-3—}%_ o R dE :m)] £ 9(4¢3)

g 2 v

Infatti, sviluppando il secondo membro in serie di Taylor

\\\\\M\\\\\\w-~1ntorno al tempo tn’ otteniamo

oy Ae] MY vty e st ),
Q-B) | -4-&(0(i - aJ“)-&Aﬁé ui ..... %ﬁ C«j’%]_ﬁ 8(116)
.-
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da cui
Mm I A:i",w M A . at ;'(7 ,
Qz,)?z L ?’411' Aé[ K(Y ¢ &)-r &y%g+ 2 5_5 i
<
--rA("z : _”((“ S 2
+ +
.2
. Y ;- - . 3
'f(ﬁ('i %))f.Aﬁta _#'f 4t 4 é%}L]*JSKZ{)
Ma

@_S) \/““: 7/ -44(57 4_4[_’2 (9(Af3)
Dalla 2.5 deriva che

A e R S A

e quindi sostituendo la 2.6 nella 2.5 otteniamo

@7) \/MA‘ & 4&({(7, %) Aé[y“i ?"Dz v BN

4 9*"

* Mi #w"“* ]-l- 9(46

che,come si vede immediatamente, coincide con la 2.4.
La formula 2.2 & implicita (o "chiusa") rispetto alla
y(t) e alle z(t), mentre & esplicita rispetto alle g(t).
Poiché abbiamo suppostoc nel par. 1 che i coefficienti
della 1.13b non dipendono dal tempo, eccetto o e C, pos~

siamo scrivere la formula 2.2 in questo modo:
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€.8) T To +At[P daeile t Ty «*qu..ro.,-*
' 2 1

mti

wel
"“df D(m*@, T1 +l’(~\T£+ 2 d'h*tT “(“‘D(MTZ o+

; dM(w(T%;(i-z,gﬂwe“@;)f |
s (T (1 28) 467
+TI‘(CM.va 1- 2VM) Ac(c.. Wt C . M)))]+ 8(4&)

Esplicitando Tm1 otteniamo ,

@9) ,’,ow.:,: . D(M‘PA—Z (i-f Abo(ﬁp) Z[J,(o(..u]'"w(« )

¢ £ (daea T xJ,“)]—r At%[‘ﬂ“ (%' ( 1-=’=—,§3)~r
« A€ Ty )+ (Tz;(i* 2—?&)*‘“ R;)-r

4"7“(6 !/,.(1 2V )At(c,hv+c V) ] +9(A£;)

Come si pud notare, la 2.9 non fornisce una espressione

di T pexche al secondo membro compaiono anche
med 4 mei . . .
T, el che non sonc noti (dato che per determinarli
. . wti . .
® necessaria la conoscenza di o per risolvere l'equazio-
ne 1.9a col metodo OCI-CN). ) |

Avremino potuto applicare la 2.2 in modo diverso considerando

solamente To implicito. In questo modo, data la linearita
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della 1.14a avremmo potuto eSplicitare.1:¥; ottenere lo
scopo desiderato.

Per eliminare perd completamente l'instabilitd & sempre
preferibile rendere implicito tutto cid che & possibile
per cpi la 2.9 & sicuramente preferibile. Il rroblema

st med

del calcolo di T e T,™" viene brillantemente risolto
notando che la prima delle equazioni 3.15 del cap. 29,
che servono a risolvere l'equazione parabolica, & una

Smid md nid
T, el

realzione tra lp cosl fatta:

@10) (% /)g)T ({} e )T i é°“+¢;‘;g “*7;*6&“__
~_(éi"’lz‘)\'ﬂ*i

Pogsiamo eliminare dalle 2.9 e 2.10 il valore lo™"

ottenendo (omettendo sempre la dipendenza temporale di q e r):
TMYP tp uJVAb) T“*i(P UP ey €V A({)
@-11) = ?: 6 + 71 G, +71 z - P‘y[ lo[:h o(..pdz,)_,.
+ At (gﬁ T T w(T“(i.-Z_Y‘.:%A.é 7;;‘) +
‘f’;(Tzl (i AL )+ Al‘ ?'(' )-f-Tr(C,, M(i ZVm) ‘_t(c "’C«V)))

dove v 4/4- "(“Pé’t

‘ PDE.'(Q?L‘/\ Zt) P 5(«,1,/\ 2::) P“E(?;_/\ t;)_

La 2.11 accopyiata alle 3,15 del cap. 2°, scritte per j
che varia da 2 a N-1, forma un sistema tridiagonale di

ned .
incognite Té con i = 1, N-1, Risolto il sistema si
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-

pud anche calcolare lo dalla 2.9.

Con questo metodo abbiamo aggirato l'ostacolo della deter-
minazione previa di 7;M“per poter risolvere l'eduagione
parabolica col metodo OCI-CN, ottenendo fra l'altro un
legame piu stretto fra l'integrazione temporale e il
metodo OCI-CN stesso. Il vantaggio rispetto alla formula-
zione esplicita, con la formula di Heun, & anche un ri-
sparmic del calcolo delle derivate seconde su tutto il do-
minio di integrazione. Dato che la maggior parte del tempo
di computazione & dovuta alla soluzione dei sistemi tridia-
gonali; l'aver ridotto da tre (soluzione, gradiente e
derivate seconde) a due (soluzione e gradiente) questi si-
stemi comporta una riduzione del tempo di circa il 30%,

*

m e . .
h&l Vi, Co, Dpresenti nel secondo membro della

I valori Ty, ,
2.11 si calcolano come descritto nel par. 1, dove facciamo
notare che al tempo t=0, T;:’ e T;Z sono entrambi nulli,
perché la teuperatura & costante dappertutto (cfr 4.5 del
cap. 2°), per la 1.9c.

Per quanto riguarda l'integrazione delle 1.14b e 1.14c
applichiamo ancora la formula di Heun, per cui la soluzione
del problema 1.9 & data in definitiva dal sistema formato
dalle 1.15b, 1.15¢, 2.11, e dalle 3.15 del cap. 2° (per j

che varia da 2 a N-1).
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CAPITOLO e

Studio numerico dells crescita e del collasso di una bolla

di_vapore nel sodio. Il programma di caleolo per il problema

della bolla

1. La crescita di una bolla di vapore nel sodio

surriscaldato

Le equazioni 4.1 del cap. 19,che regolano la dinamica
di-una bolla di vapore in un liquido,possono essere risol-
te partendo da condizioni iniziali che determinino un
aumento del raggio della bolla. Nell'applicazione numerica
che segue ci siamo riferiti al sodio, data la sua importan-
2a come liquido refrigerante nei reattori nucleéri veloci,
e potendo confrontare i nostri risultati con quelli ottenu-
ti precedentemente da altri autori con metodi meno raffina-
ti.

Se ilmponiamo alla holla queste condizioni iniziali,
raggio di equilibrio (come definito in 4.1e del cap. 19),
velocitd iniziale nulla, temperatura del sodio superiore
a quella di ebollizione corrispondente alla pressione
del sodio'stesso, il sistema rimane-in equilibrio, anche
se instabile.

Per far evolvere la .bolla . & necessaria una perturbazione.
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che numericamente pud esseré espressa da una velocita
iniziale non nulla oppure da un raggio lievemente maggiore
di quello di equilibrio (il che corrisgonde a un'accelera-~
zione diversa da zero). Nei nostrivcalcoli abbiamo optato
per la seconda soluzione, partendo sempre da un ragglo
maggiore dell®1% di quello dlequilibrio.

Come gi& accennavamo nel cap.1°, le condizioni inizia-
1li non rivestono una importanza determinante ai fini della
dinamica successiva della bolla, Il confronto tra i nostri
e i1 calcol® di precedenti autori Ijéj, mostra infatti un
pieno accordp eccetto che nella fase iniziale, dove le
diverse condizioni iniziali hanno un‘*effettiva influenza.

Una volta perturbata,la bolla comincia a crescere,

La velocitd di crescita, inizialmente limitata dalle ten-
sione superficiale, aumenta _fino .&  quando le dimensioni
del raggio fanno perdere importanza alla tensione superfi-
ciale stessa. Segue una fase a velocitd costante, in cui

la crescita & dominata dall'inerzia del liquido. Questa

faée ¢ perd presente solamente se il surriscaldamento &
elevato (vedi in fig. 1, la bolla n.7, per cui ilAsurriscal~
damento & 4.66 °K e,al confronto,la bolla n, 4, per cui il
surriscaldamento & 22.1 °K), Dopo una fase intermedia,in.

cul sia 1l'inerzia del liquido che gli effetti temmici
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influenzano la crescita, si raggiunge un regime asintotico

dominato dal trasporto di energia alla superficie della

bolla, inAcui la velocitd diminuisce approssimativamente
-4

praoporzionalmente a Cbb> . Bisogna notare che questa

fase asintotica non viene raggiunta nel caso di surriscal-

damento molto elevato; cid & dovuto al fatto che nel tempo

necessario per raggiungere questa fase, il raggio & cresciu~

to a tal punto da perdere significato pratico.
Per ulteriori considerazioni generali sull'andamento delle
velocitd nei vari tipi di bolle 4i vapore (comprese quel-
le di cavitazione di cui accennavamo nel cap. 1°) rimandia-
mo a [3_] e [7] .

Procediamo ora a un commento dei risultati numerici qui
di seguito illustrati in tab. 2 e nelle figg. 1,2,3,4.
I1 riferimento "bolla n.4" e"bolla n.7" & relativo alla
numerazione presente in [3] .
Esaminiamo i diversi grafici allegatij;i cerchietti, con la
curvaiche 1li congiunge, sono i risultati:del.nostro:pro-
gramma di calcolo. Le cfocette sono i risultati degli au~
tori di [9] ; questi dati sono stati ricavati da copie dei
grafici originali di gquesti autori, per cui & possibile che
vi siano deviazioni rispetto ai wvalori originali.’

Soffermiamoci sulla fig. 1, relativa alle velocita.
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Per la bolla n.4, quella con un maggiore surriscaldamento,
l'accordo tra i valori nostri e quelli degli autori di [9]

& ottimo a partire da t = 2~10'Ssec.; prima di questo istan-
te, a cuusa delle diverse condizioni iniziali imposte al
problema i valori si discostano molto 1l'uno dall'altro.

Non sono 1nd1cat1 in figura perché non slgnlflcét1v1.

Per la bolla n.7, quella con un surriscaldamento molto
piccolo, l'accordo & meno soddisfacente. Il motivo & da
rigercarsi nella differenza tra la temperatura iniziale
assegnata nei nostri calcoli e quella degli autori di tﬁl
Come si pud osservare dalla fig. 4, il valore 4i T, degli
autori di [9)si discosta dal nostro di quasi 0.3 °K. E
chiaro che essendoci un maggiore surriscaldamento anche

la velocitd sard maggiore, come infatti risulta dalla fig. 1.
Questa differenza iniziale di temperatura & dovuta agli
arrotondamenti numerici effettuati per ottenere un raggio

di equilibrio iniziale di 1073cm. Per un caso come questo,
dove il surriscaldamento & piccolo, bastano frazioni di
grado per alterare l'andamento della bolla. Dalla fig. 2
che riguarda i raggi delle bolle, si verifica quanto detto
per la bolla n.7. Contrariamente a quanto accade per la

bolla n.4, piccole differenze nelle condizioni iniziali

hanno una influenza relativamente grande nella bolla n.7.

1
1
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Per quanto riguarda i dati sul numero_di passi temporali

di integrazione effettuati e sul tempo impiegato nel cal-
colo, dobbiémo premette alcune considerazioni.
L'integragzione temporale & stata effettﬁata con un passo
variabile e la condizione per il raddoppio del passo era,
per entrambe le bolle, regolata dai valori DIFPER e VRIT

nel programma. DIFPER & la differenza fra il valore attuale
di temperatura superficiale e quello precedente, diviso

per il valore attuale. VRDT 2 il rapporto tra velocitd e
raggio allo stesso istante, moltiplicato per 1l passo tem-
porale. Quando entrambi questi valori, in modulo, erano
minori di 10’3, il passo temporale veniva raddoppiato.

I1 valore 10"3 & stato deciso su base empirica, avendo ve-
rificato che valori pil piccoli allungavano di molto il
tempo di esecuzione (perché il.passo temporale non radd0pp1a~.
va molte volte) e che valori pil grandi causavano grosse
deviazioni dai risultati prewvisti. Partendo.con un passo
temporale di 10"7sec. la bolla n.4 & arrivata a 10"2sec ef~
fettuando 3862, passi e raggiungendd un paséé teméorale fina-

4 sec. I1 tempo impiegato per questa esecuzione

le di .256°10
& stato 170 sec. di CPU, ciod circa 23 passi al secondo.
Considerato che il numero di nodi spaziali era 101, si pud

dedurre un’ tempo di caleolo per nodo e per . passo di déireca-
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4.4'10—4890.

Ta bolla B.7 & invece arrivata a 1O°2sec‘ effettuando
2725 passi temporali, partendo con un passo di 10'7sec,

e Tinendo con .256'10-4

sec.j il tutto in 120 secondi di
CPU. Poiché anche in questo caso erano 101 i nodi spaziali,
risulta un tempo di calcolo per nodo spaziale e passo tem-

4sec, che concorda perfettamente col

porale di cireca 4.4°10°
valore della della bolla n.4.

Una menzione speciale merita la questione del dimensiona-
mento del dominio di integrazione e del passo spaziale.
Come abbiamo gid detto nel cap. 69, la trasformazione di
variabile effettuata per adattare il problema 1.1 alla
soluzione numerica, ha la particolariti di far ampliare

il campo di integrazionevall'aumentare del raggio, nella
variabile originaria r, pur tenendo z fissa., E' necessario
guindi dimensionare 2z in modo che. il suo massimo valére
gsia, come visto nel par.l del cép. 6°, maggiore del MSE/R
caratteristico della bolla iﬂ questione, Da [B]riportiamo
i valori di MSE/QZ : per la bolla 4, V5542 =‘ 5‘54‘10-2
per la bolla T, W/R.—_ 1.3¢ ., Facciamo notare come per
la bolla n. T il rapportovgg/qz sia maggiore di 1, ciog

lo strato in cui gli effetti termici sono rilevanti cresca

pilt rapidamente del raggio., In questo caso la trasformazio-
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ne da noil proposta risulta particolarmente utile.
Per fissare l'estremo superiore di integrazione non & suf-
ficiente limitarsi alle considerazioni appena fatte, Poi-
ché & essensziale limitare il numero di nodi spaziall per
non appesantire troppo il tempo di calcolo, va stabilito
anche un opportuno passo di integrazione sp'azia;le AE .
Dalla relazione %= é(—% "() deduciamo che
Az - %-‘; Ae da cui, per 2 =R , risulta
;Aa.—. 4z . Owiameﬁte dovremo scegliere un. Az tale che
Axr sia minore dello strato "termico" ﬁ)? 4 in modo
che sia possibile calcolare il gradiente di temperatura,che
& apprezzabilmente diwerso da zero solamente nello strato

Vor

"termico", con sufficiente accuratezza. Se Az < o questa
condizione & soddisfatta.

Consideriamo i caasi concreti delle bolle n.4 e 7. Per la

n. 4, abbiamo visto che _[%:5'54'/0-1 , quindi il massimo
valore di z dovra essere VFF/R . Volendo limitarci

a 101 nodi spaziali, risulta che EE %’%’ﬁ . Se .ﬁonia-
glo'z'AZ :,,2-19'-2tu’cte le condizioni previste sono soddisfatte.
11 massimo valore di 2 - é 0.2, cioé 3.6 volte pil grande
ai WR il che significa, per la 1.8 del cap. 6°, che

il valore massimo di r & lontano dalla bolla 3.6 volte lo

spessore dello strato "termico" Vbt .
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A2 ¢ quinai circa 28 volte pid piccolo di VB?/R , il che
wol dire (dato che A%: % ) ¢he Az & 28 volte pin
piccolo 4i \/XP , come desiderato.

Per la bolla n.7 ([i)?/k‘—= 1.3¢ . Quindi, ponendo Az-0.1
e sempre 101 nodi spazialh, risulta che il valore massimo
di r ¢ lontano dalla bolla 7.35 volte lo spessore dello

strato UDE , e Az & 13.6 volte pilt piccolo dello
strato \[SF .




BoLLA me 4 BorLL A m° Z
TEMPERATURA| VELOCITA | RAGG i 0 |[TEMPERATURAl VELOCITA | RAGEGTO +
4477 | 0.307 | 0995-40°|| 23986 | 0.255 | 0400457 140
42%.7 | 0cdd |09 || 439 .8 | os0z |o40e |2
2477 | ods | 09%. || 23948 | 0.d22- 40| g.a02- |5
2% 7 | oxh oz || 5%.85 |0ezpe | 0dez ||4-40°
4367 [0.359 | o400 0| £3%.83 |0.434- | 0.403- 2.
1196.68 | 0.465040°| 0.407- || 13%.76 | 0.445-40%| 0.405- || Be
41H16.5% | 0.284:40%| 0. 48 439.44 | 04422 | o.dFe || 40
4176.00 | 0.406 | 0.553- || 439299 | 0.448:40°| 02030 | 2-
14748 | 0446 | odbo-45*|| 9427 | 0.975.45°| 05440 || 5
117205 | 003~ | 0385 || 439090 | 0.¢6d- | 0.940- || 2467]
146954 | 0.3%0- | of# || 439059 | 0.452- | osug-46%|| 2
4165.63 | 0.336+ | 0445 || 4390.44 | 0273 | 0254 || 5
2. 49| ozay- | o1 || £9.38 | 0494 | 0366 | 446
4159,48 | 0.245 0.609 4390.34 | 0.43f- 052¢ || 2¢
445¢.32 | 0.474 - o.;{zwoi 1399, 30 0.868%(? 0.84 5 5e
2155.02 | ade3- | odyye || 4390.29 | 0.¢46c | 0.420 | 4eto”
Too = £27¢.7 (%) Too = 1394.66 (°k)
pe= L (shn) pos 6 (wtm)
Ro = 107 (cn) g = 407 (om)
Ty = 1156.¢ (k) T, = 1350.2 (k)
‘E; = temperatura iniziale del sodio e temperatura lontano
dalla bolla
P§,= pressione del sodio
72 = temperatura di ebollizione del sodio a pressione fhp
Ro = raggio iniziale della bolla

tab. 2
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2. Il collasso di una bolla di vapore nel sodio

Le equazioni 4.1 del cap. 1°, che regolano la dinamica
di una bolla di vapore in un ligquido, possono essere risol-
te con 1l programma di calcolo da noi realizzato anche per
studiare il caso del collasso.

Le condizioni iniziali affinché ci sia il collasso sono:
raggio della holla, wvelocitd di collasso (che porremo perd
sempre inizialmente nulla), temperatura del liquido e pres-
sione del liquido. Ovviamente la temperatura del liquido
dovra essere pillt bassa del punto di ebollizione corrispon-
dente alla pressione del liquido stesso. In altre parole
si tratta di liquido non bollente.

Per un qualsiasi raggio iniziale il sistema non & mai in
equilibrio, perché la pressione del liquido & maggiore del-
la pressione di vapofe (calcolata alla temperatura superfi-
ciale della bolla, inferiore al punto di ebollizione) e
la bolla tende a comprimersi.

Riportiamo 1l'equazione dinamica 2.11 del cap. 1°
Gy V= (3 (e (m)- pe - HR))

e facciamo alcune considerazioni sull'andamento della velo-
citd in fase di collasso.
Per una velocitd iniziale nulla e, come abbiamé visto,

Po ? P-\r(Ts) , risulta V40 |, ciod la velocith diminui-
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sce, essendo negativaﬁzfvzaumenta, contribuendo a rendere
sempre piu grande in modulo il valore di V negativo.
Contemporaneamente perd, dall'equazione dell'energia
3.12 del cap. 1° si ricava che la T; aumenta (come d'altron-
de si intuisce) al diminuire del raggio della bolla, a
causa della condensazione del vapore. Di conseguensza fv(ﬁ)
aumenta. A guesto punto si danno due possibilitd. O 1l'au-
mento di Iy & sufficiente a portare il termine Py(T)-Pe - %ﬁ‘f{(%_’k)
a valori positivi prima che la velocitd sia troppo grande,
e quindi a douminare la 5.1, rendendo v 20 , oppure, se la
bolla collassa molto rapidamente, accade che \? resta sem-
pre negativo.

Sperimentalmente & statb osservato da altri autori
(cfr "vapor bubble collapse" in [:7] ) che in acqua si @&
verificata la prima possibilita, a tal punto che la velo-
citd ha addirittura ragéiunto valori positivi,‘facendo,
per breve tempo, crescere 1é bolla. Effettivamente ia cre-
scita dura poco tempo perché la temperatura superficiale,
diminuendo, porta nuovamente a valori negativi il ternmine
FV(Q)—FQ ~.%g£§) . Segue una fase ﬁlteriore di collasso
che pud essere seguita da un'altra momentanea oscillazione

del raggio, fino a che, per valori molto piccoli del raggio

la bolla perde la sua simmetria sferica.
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Esaminiamo ora i risultati della nostra elaborazione
per il collasso~di una bolla nel sodio. Le condizioni
iniziall che abbiamo imposto nei tre casi A, B e C sono
Tw = 1345.9 (corrispondente a una pressione di 4.5 atm.,
per l'ebollizione)

raggio iniziale = 10—2 cm.

passo iniziale di integrazione temporale = 10-6 sec.

passo spaziale di integrazione = 10”1 (sempre secondo la
trasformazione 1.2 del cab.v6°)

numero di nodi spaziali = 101, cioé 1l'estremo superiore di
integrazione & 10

parametro di variazione del passo temporale = 10'_2 (dove
il passo viene dimezzato quando %Ab > 107% )

Tutti e tre i casi sono stati fermati quando la bolla

ha raggiunto un raggio di 1073 em (cio& 1/10 di quello
iﬂiziale).

Per 1la bolla A Pe= 5alm, per la B pa= §-?Suh, per la

C Puz4-6 afw . Come si pud notare dalla tabs 3 e

dalla fig. 5, nelle bolle A e B la velocitd aumenta in mo-
dulo dapprima lentamente e poi molto rapldamente, perché il
valore r.rCT) Poo - 260’) diventa positivo quando ormai la

velocita & troppo elevata, per cui il termine dominante

nella 2.1 & -.% Ve,
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Nel caso C invece, poiché PV(EJ*Pm = Chidm, la temperatu-
ra superficiale fa in tempo a salire sufficientemente
per far aumentare F\I'Us> a valori superiori a pPw+ .z_(g
per cui c'® una fase, dopo circa 2-1075 sec., in cui la
velocitd diminuisce in modulo, cioé la bolla rallenta.
Questa fase dura solamentelz’fo-s'sec, perché, data la di-
minuzione d4i T; , la velocita torné ad essere negativa e
11 collasso assume un andamento simile a quello delle bol-
le A e B.

Per guanto riguarda il tempo che ogni bolla impiega
per raggiungere un raggio che & 1/10 del suo valore ini-
ziale, gi verifica che esso & tanto minore quanto pil
grande & il divario di pressione tra 1iquid9 e vapore.
Ia bolla A ha richiesto 330 passi temporali per arrivare
» al valore finale del raggio, e il passo di integrazione
temporale si & dimezzato pilt volte fino a raggiungeré
.4883+10"7 sec. Ia bolla B ha anch'essa richiesto 330
passi con un passo finale di .9766°f0"9 sec., La holla
C ha invece richiesto 367 passi teﬁporali cén un passo

finale di .7812‘10’8 sec.

La mancata osservazione delle oscillazioni del raggio

z

della bolla pud essere dovuta al fatto che il ébdio, ri-

spetto alltacqua, ha un coefficiente di diffusivitd ele-
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vato che porta a un rapido trasferimento dell'aumento di

temperaturadalla superficie a tutto il liquido. Sard in-
teressante studiare nell'immediato futuro il collasso d4i

bolle di vapére in acqua, per confrontare i risultati

con quelli sperimentali.
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BoLLA A RorLa f
Peo = 5 afm. T,z 4360.8 K Peo=4- 75 Afm | Tps 1352.4°K
AT, R v t | AT, R v
4-40¢| 28 | 9% 40|~ FF 40" || 44- 0% 45 | .99 402 ]- 40-40"
86 |98 |z’ 4y log-  |-.m
484 |97 |-.23 | 88 |98+ |- az-40°
2.9 |.94- =34 |4 4.49 |.9%- -.45°
4.3 .90 |-40 |50 209 |95 |-
593 86~ ~ 49 ||er 2.80 93 ~.¢3
735 g0 |-so- ||& |35 .97 |3
40.26 e ~ 73 ||¢ 4-39 3- -3
13.3F  |.66 - 94-  ||7 527 B+ - 35-

) A%.88 .95 — 42 40" 1400 ¢.34 .84 - 39.
2447 .49 ~Afe 4o | 862 2o |48
26.06 4 - 48 4.4 | .56 .64~ 50
354|300 |-28 |4 |4se® {480 |-
43.58  |.23- - 40  |LF |A8¥E R R O
52.30 A8 _57 |48 |00 29-  |-43.40%
A0 | Ao |eapedo® lgse (2968 .2de |49

' 0 |14.88 45. 40 -4 4

]

=

GCE
AT =

Twa..ibl’gs.ﬁ K })VCT,,,) = 4.8 atm RozjiﬂO'zCM\
= ,

preésione del sodio -

temperatura di ebollizione corrispondente a p,.,

temperatura iniziéle del sodio e lontano dalla bolla

pressione di vapore corriépondente a Te

T¢ - Teor , cio? aumento di temperatura alla
superficie della bolla

raggio iniziale della bolla

tab, 3




BOLLA C

Peo=4k-6 3tm

Tos 1349.2°%

tab. 4

t| AT, R v
446°| .06 999. 02| - 47 - 40*
< .49 997 - ~. 34
3 .39 .99 - - .54
4 .62 .99 - —. 6
> 8% 98 _.82-
& 448 NI RN
ol 448 76 TR
g | 4.%7 .95- A2
- 2.40 _93- Al
446°|  2.42 920 |-.45.
1.5+ 4. OF fg4. 49
C* 5.93 73 s
.50 .43 63+ ~.49.
28 | 4.5% .58 b
3 648 55¢ A
1 35 5, §o .49 L 8 401
4 4. G- _.53.
b2 | 4 ¥ 45 | -.500
45 4-49 by _. 55
G | 4.43 42 (7
2.0 4.4 F 0- Ty
55| 4.82 36 | -. 4440
| 5.46 29- i
6.5 . . 49- N
6. 5o 9,22 - e
1;2131‘53 PJ(‘C;)?-[(-Sai’u R;:(O’zcm
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3. I1 programma di calcolo per il problema della bolla

Per la soluzione numerica delle eguazioni di cui al
par. 2 del cap. 6° ci siamo avvalei di un programmea di
calcolo molto simile a quello descritto nel par. 1 ded
cap. 5°, per il problema modello.

Evidenzierenmo qui solamente ie differenze fondamentali
fra questi due programmi.

Rimandiamo al tabulato del MAIN per quanto riguarda il
significato delle variabili.

A parte la lettura dei dati di ingresso, che varia a
seconda che si studi la crescita o il collasso, una note-
vole importanza assume il sottoprogramma FISICA. Tramite
esso vengono calcolati i parametri fisici del problema,
attraverso espressioni tratte dall'appendice di [9] .

Le elenchiamo qui di seguito, per sodio con f0m°k £ T¢1600°K
k= 2482~ 14¢-10% T (ot fom 5°K) .
f = 4.008¢ ~2.434-1074T - 1.7$" 1072 (d/"‘“s)
£,= 38966 199411077 + 1405007 T*  (wh “)
bz Kipe  (wah)
= 2293- 04T  Cdyve)
354~ ($S6%/T)

ey 7 e (dy-e')

o 22,9891 py (y/o)
) 8..314-[91'7‘ J
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A 2309.7198-1653.496- 107 T2 244538 +10°° T3
—5810.064-10'121‘4

B': -4.45%9(5 + 3306, 97240“‘7‘- 5224.652 ./0'5T2+
+ 1080.412- 10" T

L= 87X (at/y)

dove & stato calcolato fQ-dall'équazione di stato dei gas

P’: MQ(-T:' %RGT

dove M & il peso molecolare del sodio‘e RG la cpstante
universale dei gas.Tutti questi parametri sono calcolati a T8DA
I1 sottoprogramma FISICA calcola anche il raggio i equili-
btrio, se si sta studiando la crescita della bolla,e conver-
te la pressione, che & un dato di ingresso, dalle atmosfere
a dyn/cmz. Segue nel MAIN lt'assegnamento di un raggio
iniziale maggiore dell'1% di quello dfequilibrio (se si
studia la crescita). Viene poi chiamato il sottoprogramma
DENSIT. Bisogna notare che,‘al fine di aumentare_la preci-
sione dei calcoli, la temperatura inigziale viene posta a
zero nel MAIN per cui,ogni volta che si calcolano parame-
tri fisici, va aggiunto al valore attuale della temperatu-
ra i1 valore iniziale, per ottenere la temperatura effetti-
va attuale. Questo accade nelisottoprogramma DENSIT che,

oltre a calcolare Fv{TAIfQUXLG(B), come in FISICA, calcola
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v .
anche ~r§- ; in questc modos
o is

6356~ (55¢34) ;
olfv . d ,,-”) pell 4 M [5g553 10 £ 9.8¢92:0IT
5[% ) Jf(%ﬁ frsz Fer- T ’ R,T ™
€356~ ($56%9) 10 4
-~ 10 . 9.8692- lo E—L] G,BG?Z'IO';)ZT

In DENSIT vangbno anche calcolati alcuni parametri di 4i-
verso uso in altri sottoprogrammi.

L'unica altra grossa differenza fra questo MAIN e quéllo

del problema modello, a-parte le modalitd di stawpa, &
l'assenza in questo programma per la bolla di uns sotto-
programmae di integrazione temporale; Infatti, poiché il
metodo implicito deécritto nel par. 2 del cap. 6° collega

la soluzione dell'equazione parabolica con le eqﬁazioni
differenziali ordinarie, & sufficiente un solo sottoprogram-
ma CALORE che risolve appunto col metodo OCI-CN l'equazione
1.9a del cap. 6°, senza conoscere esplicitamenfe il valore
della temperatura alla superficie della bolla, ma eliminan-
do, come abbiamo visto nel cap. 69, la temperatura superfi-
ciale dalla prima delle equazioni risolventi 3.15 del cap. 2°.
Un'altra particolaritd & l'assenza di un sottoprogramma

per il calcolo delle derivate seconde, che, come abbiamo
visto nel cap. 6°, &on questo schema di soluzione parzial-
mente impliecito, non servono. Ricordiamo ¥nfine cﬁe nells
stampa 1 valori delle temperature tabulati vanno aggiunti

col proprio segno alla temperatura iniziale per ottenere i

valori effettivi.
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ﬂQIN PER IL PROBLEMA BOLLA 109,

USARE CON IL CAMPO DI TEMPERATURA INIZIALE COSTANTE
E CON L’INTEGRAZIONE TEMPORALE IMPLICITA AL SECONDO ORDINE

ok kk ek EGENDA® * ¢k k%
DH = PASSO DI DISCRETIZZAZIONE SPAZIALE » QUTPUT
DTZERD = PASSO 01 DISCRETIZZAZIONE TEMPORALE INIZIALE * INPUT
BT= PASSO DI DISCRETIZZAZIONE TEMPORALE * QUTPUT

KH = H. PUNTI DELL’ASSE SPAZIALE (H=0 EQUIVALE & KH=1> * INPUT
KT = N. PUNTI DELL’ASSE TEMPORALE (T=0 EQUIVALE A KT=1) % INPUT
SH = MASSIMO VALORE DI H (SOSTITUISCE H=INFINITO) *INPUT

ST = MASSIMD YALORE DI T » INPUT

NT = LIVELLD DI TEMPD (DA 1 A KT) T=0 EQUIVALE & NT=1 #

TEDAT = TEMPERATURA INIZIALE SU TUTTO LO sSPAZID E TEHPERATURA
ALL INFINITO & QUALSIAST TEMPO » INPUT :
DDAT = COSTANTE DI DIFFUSIVITA’ = INPUT
U0 = TEWPERATURA ALLA SUPERFICIE (H=0, T=QUALSIASI} * OUTPUT
UCONT = TEMPERATURA ALL’ INFINITO (IN H=SH). = INPUT DA PROGRANMHA
BT = TEMPERATURA(SOLUZIONE DELL’EQUAZIONE DEL CALORE) SU TUTTO LD
SPAZI0 ESCLUSI GLI ESTREMI (H=0 E H=SH). VETTORE DI DIM=KH-2

UTO = TEMPERATURA SU TUTTO L0 SPAZID (ECCETTO CHE ALL’ INFINITO -CIOE’ |

H=SH- DOYE VIENE ASSUNTO IL YALORE DI UCONT) AL TEWPO T=0.
VETTORE DI DIM KH-1 % INPUT DA PROGRAMMA

GRT = GRADIENTE DELLA TEMPERATURA ALLA SUPERFICIE (E’ NOTO SOLAMENTE
QUELLO AL TEMPD T=0) = QUTPUT

RIMZ = RAGGIO INIZIALE DELLA BOLLA * INPUT

VINZ = VELOCITA' INIZIALE DI CRESCITA DEL RAGGIO
DELLA BOLLA * INPUT

R = RAGGIO DELLA BOLLA * QUTPUT

¥ = VELOCITA’ DI CRESCITA DEL RAGGIO DELLA BOLLA (DERIVATA
TEMPORALE DI R) # OUTPUT

ROV = DENSITA' DI VAPORE * INPUT DA SOTTOPROGRAMMA

DROY = DERIVATA DI ROV RISPETTO ALLA TEMPERATURA

SUPERFICIALE * INPUT DA SOTTOPROGRAMMA

ELLE = CALORE LATENTE = INPUT ‘

TKAPPR = CONDUTTIVITA’ TERMICA DEL LIRQUIDO * IHPUT

ROL = DENSITA’ DEL LIQUIDO * INPUT

TVRR = PARAMETRO PER LA VARIAZIONE DEL PASSO TEHPORALE #* INPUT
ZDAT = PARAMETRO. SE ST STUDIA IL COLLASSO VALE 1. * INPUT
BDAT = PARAMETRO PER FERMARE IL COLLASSO. RAPPORTO TRA

RAGGIO INIZIALE E RAGGIO FINALE * INPUT

COMMON/PARAM/BDAT . TBDAT, ZDAT, DDAT, KH. KT, SH,ST,RINZ,VINZ
COMMON/TINVRR!TVQR
COMMON/COF/CC,EE
CO%HB“/HISTE!UXPI;UXPE
COMMON/BOLLA/ZELLE, TKAPPA, ROL,PIY,P8,SIGHA
COMMON/CALCOL/DH, DT, KHL, KH2, KH3,NT, T
COUMON/STANP/GRT, R, ¥, UT, UD, UCONT
COHMON/DENS/ROV, DROV
COnMON/ZERD/DTZERD
COMMON/DERIVZUX
PARAMETER HNNN=1010
DIMENSION - UTOCNNN),GONNNY, UTCHRNDY, UXCNNN)
DIMENSION TST(8), TST2(8), TSTS(8)
LETTURA DATI
CALL LEGGI

AZZERANENTO DELLA TEMMPERATURA IMIZIALE PER MOTIVI DI
PRECISTONE DEL CALCOLO

T8=0
CALCOLO DI ALCUNI PARAMETRI

ki
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IF(ZDAT.NE. 1. JR=RINZ*1. 01
IF(ZDAT .EQ .1 . )R=RINZ
V=Y INZ 110,
‘ RFIN=RINZ/BDAT
CALL DENSIT(TS.R)
KHi=KH-1
KH2=KH-2
KH3=KH-3
DH=SH/(KH-1)
DT=DTZERD
RLANDA=DT=0.5/(DH*DH
CaLt STAMPACL)
CALL STAMPAC4)

S S

CONDIZIONI INWIZIALI
DO 1 I=1,KH1
UToCI »=T8
i CONTINUE
L COWNDIZIOMI AL CONTORHO
UCONT=T8
C
GRT=0
¥
NT=1
£
C GASSEGHAMENTO DI UTD AL VETTORE UT E ALLA VARIABILE U0
£ PER POTER UTILIZZARE IL SOTTOPROGRAMMA DI STAMPA
go=UT0( 1)
DIFPER=1000.
DO 22 I=1,KH2
[1=1+1
UTCI d=UT0CI1 )
22 COMTINUE
£ CALCOLO DI G AL LIVELLO ZERO '
CaLl GZERO(G.,UTO,UCONT.R, V)
c
C
UXPi=0
UXp2=0
BX(15=0
UX(2)=0 ‘ '
€ CICLO FONDAWENTALE DI CALCOLQ OELLA SOLUZIONE DAL PRIWO LIVELLO
C IN POI .
c
DO 5 NT=2,KT
DTP=DT .
IFCZDAT.NE. 1., AND.
* DIFPER.LT.TVAR.AND VRDT.LT.TVARIDT=DTx2 .
IFCZDAT .EQ.1..AND .VRDT.GT.TVARIDT=DT/2.
yoP=4o0
RLAMDA=DT . 5/DH*»2 . ¢
T=T+DT
C RISOLVE L'EQUAZIONE DEL CALORE AL LIVELLO NT CALCOLANDO
L AHCHE LA TEMPERATURA SUPERFICIALE, IL RAGGIO E LA VELOCITA’
C UO,R.,¥ IN ENTRATR SONDO I VALORI AL LIVELLO NT-i .
CALL CALORE(RLAMDA,UT,UD, UCONT,G,R, ¥)
£ U0,R,¥ IN USCITA SONO I VALORI AL LIVELLO NT
CaLL DENSITC(UD,R)
UXPL=UX(1)
£ CALCOLO DEL GRADIENTE DELLA TEMPERATURA ALLA
€ SUPERFICIE AL LIVELLO NT

CALL TGRAD(GRT,UT, U0, UCONT,G,R,Y)
IFCZDAT EQ.1 . XGOTO 19

PO ? II=1,8
TSTCII)=ABSCT-10%%(~I1%1.0)) B
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TST2( 11 3=ABSCT-2. % 10%k(~I %1 .03
TSTSCIT )=ABSCT-5. % 10%k(-TI%1.0))
IFCTSTCITY LT.DT.OR.TST2CIY ). LT.OT.0OR.

* TSTSCIL.LY.DTY
* WRITE(6,33)T,U0,R,V,GRT, DT NT
CONTINUE

IFCZDAT . E@.1.)
WRITE(6,33)T,U0,R,¥,GRT, DT, NT
IF(ZDAT.EQ. 1. .AND. MODC(NT, 25> EQ.0)CALL STAMPA(S)
KT4=KT-4
IFCNT.LT.4.OR.NT.ER.101.0R HNT.GT.KT4.0R.NT.EQ. 1001}
* CALL STAMPA(S)

%*

C CALCOLO DEL NUOYO VETTORE € CON FORMWULA DI RICORSIONE

GCLY=C(DTP+DT )#UD-DT*G( 1 3)/DTP
DO 6 I=1,KH2
[1=I+1
GCIL)=((DTP+DTI*UTCI)~DT*G(IL3)/DTP
CONTIHUE
GCKH=((DTP+DT )% UCONT-DT*G(KH)»/DTP
IFCUD.NE.0)DIFPER=ABSCCUO~-UCP /U0 )
YRDT=ABS(Y/R%DT)
IF(UD.EQ.D)DIFPER=1000.
IF(T.GT.STHGROTO (22
IF(ZDAT.EQ. 1. .AND.R.LT.RFIN)GOTD 122
CONTINUE
GO TO 111
WRITE(6,33)T.UO,R,V,GRT, DY, NT
FORMAT(’ T=',E10.4,’ UO=',E14.8,’ R=',E14.8,’
* E14.8,' GRT=',E14.8,’ DT=',Ei10.4,’ HT=’,15)
‘ CaLL STAMPA(S)
sTop
END

Y=,

!
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112,

SUBROUTINE LEGGI

QUESTO SOTTOPROGRAMMA LEGGE TUTTI I DATI E I PARARMETRI HECESSAR
METTENDOLI IH AREA DI COMMOM

CONMON/PARANM/BDAT,T8DAT, 2DAT, DDAT, KH, KT,SH, ST, RINZ, VINZ
COMMON/BOLLA/ELLE, KAPPA,ROL.PIV,P8,SIGHA
COMMON/ZEROD/DTZERD

COMMON/TIHVAR/TYAR

WRITE(G.,1?
FORMAT(’ SCRIVI IL VALORE DI KH’3
READ (5.2 KH
FORHAT ¢
URITE(E.,3?
FORMAT(’ SCRIVI IL VALORE DI KT’}
READ(S,2) KT
HRITE(6.4)
FORMAT (’ SCRIVI IL VALORE DI SH’)
READ(S, 2> SH
WRITE(®.,5)
FORMAT (’ SCRIVI IL VALODRE DI ST’
READ(S.,2) ST
IF(KH.LE.O.OR.KT.LE.O.OR.SH.LE.D.OR.ST.LE. U)GUTO 99
WRITE(6,6)
FORMAT (¢’ SCRIVI IL YALORE DI P8 IN ATHOSFERE’ >
READ(S.,2) P8 ,
WRITE(&.,9)
FORMATC’ SCRIVI IL VALORE DI TEDAT IH GRADI KELVIH')
READ(S,2) T8DAT
WRITE(&.,11)
FORMATC* SCRIVI IL VALORE DI VINZ IN CH/SEC’)
READ(S5,2) VINZ
WRITE(H,12)

FORMATC(’ SCRIVI IL VALORE DI DTZERO' )
READ(S, 2)DTZ2ERD *
WRITE(E.,70)
FORMAT( Y SCRIVI IL VALORE DI TYaAR’)
READ(S, 2)TYAR
WRITECE,71)

FORMATC(’ PER IL COLLQSSO SCRIVI 1°
READCS, 222DAT

IF(ZDAT .EQ.1. )URITE(G;?Z)
FORMAT(’ SCRIVI IL VALORE DI RINZ')
IF(Z2DAT .EQ. 1. YREAD(S, 2 RINZ

IFC2DAT .EG. 1. JURITE(G, 73
FORMATC’ SCRIVI IL VALORE DI BDAT’)

IF(2ZDAT .EQ. 1. )XREAD(S, 2 BDAT
GO 10 S5

WRITE(6.,100)
FORMAT(’ UNO DEI SEGUENTI DATI: KH.KT,SH,ST,RISULTA

NEGATIVO 0 NULLO'?
GO TO 8318
RETURN
END
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SUBROUTINE STAMWPA C(IST» o

C
£ QUESTD SOTTOPROGRAMMA MANDA IN STAMPA DATI E RISULTATI
C 1IN DIPEWDENZA DaL VYALORE DI IST
g 1IST = 1 STaMPA I DATI DI INGRESSO
£ IST = STaMPA I DATI DEL PROBLENA BOLLA
£ IST = 5 STANPA LA SOLUZIONE DEL PROBLEMA BOLLA
£
PARAMETER NH=1010
CONMON/PARAM/BDAT ., TBDAT, ZDAT, DDAT, KH, KT, SH, ST, RINZ, ¥INZ
COMMON/BOLLAZELLE, TKAPPA,ROL.PIY,FB,SIGHA
COMMON/TINVAR/TVAR
COMMON/STAMP/GRT, R, ¥, UT, U0, UCONT
COMMON/DENS/ROV, DROV
COMMON/ZERO/DTZERD
DIMENSION UTCHNN)
COMMON/CALCOL/DH, DT, KH1 ,KH2, KH3, NT, T
GO T0(1,2,3,4,53, 187
1 WRITE(G,11) KH,KT,SH,ST,DH, DT
i1 FORMAT( 141, DATI DI IMGRESSO’.//,' KH = ’,18,
* ' (M. PUHTI DELL ASSE SPAZIALEY ,/,' KT = ’,18,
* * (M. PUNTI DELL ASSE TEMPORALE)',/.,’ 8SH = ’',E14.8,
#* ' (ESTRENO SUPERIORE SPAZIALE)’,/,’ ST = ',Eil4.8, o
*! (ESTFEND SUPERIORE TEMPORALE)'.//7,' PARAMETRI CALCOLATI’,//,
# ' DH = ',E14.8,' (PASSO DI OISCRETIZZAZIONE SPAZIALE)’ b
#* ,2:0 DT = 7,E14.8,7 (PASSO DI DISCRETIZZRZIONE ', :
* 'TEMPORALE Y, /7
RETURN
4 IF(ZDAT. ER.1.HURITE(6,492)
492 FORMATC/Z,’ *+exSTUDIO DEL COLLASSO*%xx’,//)
WRITE(6,14) TBDAT,DDAT,RINZ, VINZ, ELLE, TKAPPA, ROL,P8, SIGHA
14 FORMATC(/,’ DATI DEL PROBLEMA BOLLA’.//, TBDAT = ',E14.8,

* (TEMPERATURA INIZIALE AL CONTORNO)',/.' DBAT = ',
E14.8,’ (BIFFUSIVITQ}’ /' RINZ = *,E14.8, (RAGGIO INIZIALE)' .
/)t YINZ = ', E14.8,' (VELOCITA INIZIALE DI CRESCITA’
»' DELLA BOLLAY’,/,' ELLE = *,E14.8,' (CALORE LATENTE)’
,7,7 TKAPPA = ' ,E14.8,° (CONDUTTIVITA TERMICA DEL'.,
* LIQUIDOY’,/,’ ROL = ’,E14.8,’ (DENSITA DEL LIGUIDO)’,
/)" P8 = ',E14.8,° (PRESSIONE INIZIALE E aLL INFINITO) ./,
' SIGHA = *,E14.8,° (TENSIONE SUPERFICIALE TRA LIRUIDD ',

‘E VAPORE X' 2

, WRITE(6E, 124 )DTZERD
124 FORMAT(' DTZERO = ',E14.8,’ (PASSO TEWPORALE INIZIALE)')

LR B BE B 2k B N A

WRITE( 6,296 YTVYAR
296 FORMATC’ TYAR = ’.E14%8,' (PARAMETRO PER LA VARIAZIONE °
* ’DEL PASSD TEMPORALE)')
RETURN |
5 WRITECG,51)T, GRT
51 FORMAT(1H1, 40X, T= ', E14.8,7/,10%,

'GRADIENTE DELLA TEHMPERATURA ALLA SUPERFICIE’.E14.8.//)
URITE(6,511) R,V¥,ROV,DROV,PIY

511 FORMAT(/,’ RAGGIO DELLA BOLL& ’',E14.8,//,

' YELOCITA DI CRESCITA DELLA BOLLA °,E14.8,

¥*

*
* 4/, DENSITA OI VAPORE’,E14.8,//,' DERIVATA .
#* ‘DELLA DENSITA DI VAPORE RISPETTO ALLA TEMPERATURA’,
* ' GLLA SUPERFICIE’,E14.8.,//,' PRESSIONE DI VAPORE’,
* E14.8,7/77,3(" H SOLUZIONE '), /)
HO =0
Hi=DH
H2=2%DH
WRITECS,1520 H0,U0, H1, UTC 1), H2,UT(2)
1520 FORMAT(3(2X,E10.4,2X,E14.8))

DO 53 1=3,KH2,3

CIFCI.GT.10.AND.T.LT KH3 AND.MODCI,48) NE.0)




CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

RETURN

END

114,

Go TO 33 : ,
[1=1+1 {
I2=]+2
H=I#DH
Hi=I1#DH
H2=12%DH
KH2MI=KH2-1+1
IFCKH2MI.GT.3)G0TO 520
GOTO (500,501,5023, KH2HI
WRITE(6,5000XH,UT(I), H1, UCONT
FORMAT(2(2X,E10.4,2¥%,E14.8))

GOTO 53
WRITE(6H,5010M, UTCL ), HL, UTCIL ), H2, UCONT
FORMAT(3(2X,E10.4,2%,E14.8))

GOTO 33

WRITE(6,S5020 M, UTCE), HI, UTCI1 ), H2,UTCI2), SH, UCONT
FORMAT( 3¢ 2X,E10.4,2X,E14.8),/,2%,E10.4,2X,E14.8)

GOTO 33 _
WRITEC6,5010)H, UTCEX, HE, UTCIL ), H2,UTCIZ2)
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SUBROUTINE FISICA
C CALCOLA 1 VALORI DELLE COSTANTI FISICHE PER IL $0DIO, IN
¢ DIFENDENZA& DALLA TEMPERATURA ALL’INFINITO TEDAT

115,

COMMON/PARAM/BDAT,. TSDAT, ZDAT,DOAT, KH, KT, 8H,ST,RINZ,VINZ

COMMON/BOLLA/ELLE,. TKAPPA,ROL,PIV,.P8B,SIGHA
COMMON/CALCOL/DH, DT, KH1,KH2,KH3/NT, T

COMMON/DENS/ROV,DROV
TKAPPA=(0.2482-1. 16E-4%TB0AT %4 1868E7
ROL=1.0086-2. 134E-4%TBDAT-1 75E-8*T8DAT %42,

CP=(0.38966-1.9917E-4%T8DAT+1. 10SE-7%TBDAT*#2. )*4. 1868E7

DRAT=TKAPPA/CROL®CP

SIGHA=229.3-T8DAT*0.1

P8=1.01323E+6*P8 .
PIV= 10%%(6 354-5567./T8DATI/(9 8692E~-7*SART(TBDAT )
IFCZDAT.NE. 1. )RINZ=2#SIGHA/CPIV-PE)

ROV=PIV#22 .98977/(8.214E7#TBOAT
APRING=309.7198-1653 . 496E-63T8DAT* %2, 42149 . 768E-9*

* TODAT*%3 -810 . 084E-12+TEDAT* %4
BPRIMD=-1,157%365+3306.992E-6*TEDAT-3224 . 632E~ 9%
» TODAT**2+1080. 1 12E-12%T8DAT*%3 .
ELLE=(APRINO+BPRINOXTBDAT )*TKAPPA/ROY
RETURN
ERD

SUBRDUTINE DENSIT(UQD.RIN?
COMROR/DENS/ROY, DROV
COMMON/BOLLAZELLE, TKAPPA,ROL,PIY,P8,SICHR
COMMON/FPARAM/BDAT, TBDAT, ZDAT.ODAT KH, KT, SH, ST . RINZ, VINZ
COMMON/TOF/CLLEE
Uo=U00+7800T
APIV=10%¥{ k. 354~-5567./U0)
BPIV¥=9. 8692E-7%SQART(UD)
PI¥=RPIV/BPIYV
ROV=PIV¢#22 98977/(2. J14E7*U0}
DROV=22 . 98977/(8. Z14E7+UO**2 )¢ ~PIV+(2. 30258509

* J967 kAP IVHBP IV/UD*%2 ~APIV%9 BE92E~7% . 5/SARTCUO )/

* 9.740110%E-13)

SIGHA=229 3-0.1xU0
ENRE=1-4./3 . *ELLE*DDAT*DRAV/TKAPPA
CC=ELLE*ROV/EMMEX*RIN/TKAPPA

EE=ELLE*DDAT*DROV/(EMNE*Z  *TKAPPA)

RETURN

END

C CALCOLO DEL VYALORE DI G AL TEMPO T=0

¢
C USARE CON IL CAMPO DI TEMPERATURA INIZIALE COSTAWTE

CONMON/PARAM/BDAT, TBDAT, ZDAT, DDAT, KH. KT, 5H, ST, RINZ, VINZ

COMMON/CALCOL/DH.DT, KHI, KH2, KH3,NT, T
DIMENSION GCKHY, UTOCKH)
DO 1 I=1,KHi

GCI=UTO

1 CONTINUE

GCKHI=UCONT
RETURN
END
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SUBROUTINE CALORECRLAM.UT,UOD,UKH,G,RIN,VIN)
RISOLVE L'EQUAZIONE DEL CALORE SENZA CONOSCERE
ESPLICITAMENTE LA TEMPERATURA ALLA SUPERFICIE
UTILIZZANDO UNA RELAZIONE APPROSSIMATA AL SECONDO
ORDINE TRA ESSA E ALTRE QUANTITA’ NOTE
Y0 = TEMPERATURA SUPERFICIALE AL TEMFO PRECEDENTE

COMMON/PARAM/BDAT.TBDAT, ZDAT, DDAT, KH, KT, SH, ST, RINZ, VINZ
COMMON/CALCOL/DH, DT, KH1, KH2,KH3, NT, T
COMMON/COF /CC.EE
COMHON/DERIV/UX
COMMON/BOLLAZELLE, TKAPPA, ROL,PIV.P8,SIGHA
COMMDON/MISTE/UXPL, UXP2 )
PARAMETER HN=1010
DIMENSION GCKH), UTCKH2 ), QPCNN D, QOCNN Y QMCNNY, CONN DY, UNMCNN ),
* RPCNNY, ROCNNY, RMCHN ), UMPCNN Y, UMOCNN Y, UNOTOCNN) , UR CHN

116.

CICTICTHITICIN

CPUNTO=VIN/RIN*CC
ET=1+6.%DH/2%/EE
CHi=1+6*EE/DH
ALF=DDAT/RIN**2. /CNU/ET
BET=~11 S*ET/DH**2 -192 »CHU/29%./0H
GAM=8 . *ET/DH*%2 +192 «CHY/29./DH
EPS=3 . 5*ET/DH**2.
OME=-8.%ET/DH-80.%CNU/29.
LSI=-ET/DH+4 *CHU/29.
PIG=-6./DH-36./29 . /EE+24%DH/29 . /EE+144./29.
TPUNTO=ALF*( BET*UO+GAM*UT( L X+EPSH*UT(2 )+ OME*UX (L)
* +CSIxUK(2I4PIG#CCRVINY
I U00=U0+DT*TPUNTO+TEDAT
PIVP=10%%(6.354-3567./000)/9.8692E-7/5QRT(UQD)
SIGMAP=229.3-. 1*xU00 -
VPUNTO=( -1 5%VIN*%2Z +(PIV-P8-2xSICHA/RINI/ROLI/RIN
UXT1=CUXC13-UKP1)/DT
UXT2=C(UR(2}-UKP2)/DT
YOUT=YIN+DT /2. *(YPUNTO+( -1 S*(VIN+DT*VPUNTO )#%2.
* +(PIVYP-P8-2 *SIGHAP/(RIN+DT*VINII/ROL}/
* (RIN+DT*VIN)) :
ROUT=RIN+DT/2.%(2 *VIN+OT*VPUNTO)
ALF2=DDAT/ROUT*%2 /CHU/ET
CNI=1./¢1-ALF2*BET*DT* 5)
£ CALCOLO DEGLI OPERATORI TRIDIAGONALI & ED R AL LIVELLO NT
CALL QR(ROUT,QP,Q0,8M,RP,RO,RM,¥OUT)

PO 1 I=2,KH3
C(I)=0
i CONTINUE
COKH2)=(QP(KH2 )-RLANXRPCKH2 ) *UKH

L CALCOLO DELLA MATRICE E DEL VETTORE TERMINE NOTO DEL SISTEMA
C TRIDIAGONALE DI TNCOGNITA UT AL LIVELLO NT.
UMPC1)=QPC1)-RLAMXRP(1)+( QM( 1 )-RLAMRM(L ) I*ALF2«EPS*CNI#DT *
UMDC1)=00C1)~RLAMXROCT D+ ( QMC 1) -RLAM*RMCL I ALF2*GAMKCNI*D T *
UHOTOCT D=8MC 1 21 )+Q0C 1 )xG(2)+QP(1 2*G(3)
~CQMCL Y-RLAMSRMC 1 ))*CN I« (U0 {+ALF*BET#DT# 5 +ALF*D T
CGANE  THRUTCLX+EPSH S+UT(2 +OHE*(UXC L )% CI-DT*YIN/RIN)
+DT#. S#UXT1 )+
CSI®(URC2)*:C1-DT*YIN/RIN?
+DT# S*UXT2I+PIGH(COCxVIN*C 1-DT*VIH/RINI+DT* 5%
(CPUNTO®RVIN+ICC&YPUNTO ) )2
DO 2 I=2,KH2
[1=1+1
[2=1+2
UMPCI)=@PCI )~ RLRH*RP(I)

£

L]

* ¥ X W W* %
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UMOCTI)=00CI X-RLAM*ROCI)
UMMC I > =GNCT )-RLAMXRNUC LD v ;
UNOTOCI2=BMCI X #GCI >4Q0C I »GCI1X+QPCID*G(I2)-CC 1)
2 CONTINUE f
UT1=0T(1) ‘
UT2=0T(2) '

£ SOLUZIONE DEL SISTEMA DI INCOGNITA UT
CALL SOLTRICUNO,UMM, UMP,UNOTO,KH2,UT)
_ UO=CHI*(UD*(1+DT*, S«ALF*BET)+ALF*DT*(GAN* Sx(UT(1)+UTL)
* ERPS*. Sx(UT(2)+UT2 )+0MEXCURC LI +DTH S*UXTI 3+CSI %
* (UXC2)+DT» GHUKT2)+PIGH(CC¥VIN+ S#DT*(CPUNTO*VIN+
* COxYPUNTOY )
VIN=YOUT
RIN =ROUT
RETURN
END

L]
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C CALCOLO DEI DUE OPERATORI TRIDIAGONALI & E R

c

21118,

SUBROUTINE GRC(R.OQP.00,0M, RF, RO, RH,Y)

COMMON/PARAM/BDAT, TBDAT. 2DAT,DDAT, KH, KT, SH, ST, RINZ, VIN2
COMMON/CALCOL/ZDH, DT, KHT,KH2, KHZ,NT, T
DINENSION QPC(KH2), QOCKH2), QM(KH2) ,RP(KH2),RO{KH2 ), RHCKH2 )
0O 2 I=1,KH2
DI=I*DH
CALL ALFAC(DI,R,AI.¥D
DIt=(I+1)*DH
CRLL ALFACDIL,R,AIL,Y)
DIMI=(I-1)xDH
CALL ALFACDIML.R,AINML,Y)
CALL BETA(DI,R,BI.¥)
CALt BETACDII,R,BIL.,V¥)
CALL BETACDINI,R,BINI.Y)
QPCI)=6*%AI*AIMI+DHR (S« ATMI*BI -2+ AT *BIM1 )-DH*DH*BI*BIN
ROCI)=60*ATI*AINI-10*%DH* (AT I%BINHI-BI1%AINH1 >~
4+DH*DH*BI1+BIN1
QMCI)=6%Al* A1 1-DH*(S+AT1#BI-2%AT+BI1)-DH*DH*BI#*BI1
RPCI=QPCID#(AIL1+]1 S¥DH*BI1X+Q0CT d+(Al+. S¢DH*BI )+
RHCI D &CATMI- . O*DH*BINMI )
RMCII=QPCID*(AIL+. O#DH*BI1)+Q0CIIx(AI~ SHDHABT )+
RECI 2*CATHI-1.5%DH*BIM1 D
ROCII=-(RPCIJ+RHCI DD
CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE ALFAC(Z.R, AV, V) ’

1
2 COMMON/PARAN/BDAT,TEDAT, ZDAT, DDAT, KH, KT, SH,ST,RINZ,VINZ
3 COMMON/BOLLAZELLE, TKAPPA,ROL, PIV.P8, SIGHE
4 COMMON/CALCOL/DH, DT .KH1,KH2,KH3, NT,T
5 AV=DDAT/R*%2 *(1+3%2)x%(4. /3. )
6 RETURN
7 END
é sggggg;xgz BETA(Z,R,BY, ¥y —
/PRRAN/BOAT, TBDAT,2DAT.DDAT, KH,KT sn ST, RIN
3 COMMON/BOLLAZELLE , TKAPPA,ROL,PIV,P8S, SIGHA & VINZ
4 COMMON/CALCOL/DH, DT, KH1, KH2,KHZ,NT, T
5 BY=3%¥Y%Z/R+4%DDAT/R*#2 . % 14342 )k%(1./3 . )
6 RETURH
’ END
i SUPROUTINE TGRAD(GRT,UT,UD, UTKH, G, RIN,VIN)
2 C QUESTO SOTTOPROGRAMMA CALCOLA IL VALORE DEL GRADIENTE DELLA
3 £ TEMPERATURA ALLA SUPERFICIE DELLA BOLLA AL LIVELLD NT
4 € UTILIZZANDO UNA FORMULA IMPLICITA PER IL CALCOLO DEL
5 C GRADIENTE SU TUTTO LO SPAZID
6 £ DO = DIAGONALE PRIMNCIPALE
7 C DM = DIAGONALE INFERIORE
8 C OP = DIAGONALE SUPERIORE
9 £ TER= VYETYORE DEl TERMINI HOTI
10 PARAMETER MN=1010
11 COMMON/PARAM/BDAT, TEDAT,2DAT,DDAT,KH,KT,SH,ST,RINZ,VINZ
12 COMMON/COF/CC, EE
13 COMMON/CALCOLZDH, DY, KHI, KH2, KH3, HT,T
14 COMMON/DENS/ROY, DROY
15 COMMON/DERIV/UX -
16 COMMDON/BOLLA/ZELLE , TKAPPA,ROL,PIV.P8, SIGHA
1?7 DIMENSION GCKH)Y, UTCKH2), URCNNDY, DOCHN )Y, DHCHN )Y, DPCNH Y, TERCNH )
18 DP(1)=DH+5. *EE
19 DOCE )=4#DH+16. %EE
20 TERC1)=UT(2)%( 3 +EE*14 . 5/DH)-UT(1)%8  *EE/DH-DH*CC#YIN
*1 * ~YO*(3+6 . SHEE/DH)
22 DD § I1=2,KH3
23 Ii=1+1
24 IM1=1-1
25 DOC I =4 %DH/3
26 DPCIY=DH/3
27 DMC IY=DH/3
28 TERCID=UTCI1-UTCINL)
29 | CONTINUE
30 DMCKH2 3=DH/3
3t DOCKHZ }=4*DH/3
32 TERCKH2)=UTKH-UT(KH3 )
33 CALL SOLTRICDO,DM,DP,TER,KH2,UX)
34 ESSE=( 48 . #CUTC1)-U0I/DH-20 . %UXC1)+UK(2))/29.
35 GRTY=CESSE+6 . «DH*CC*VIN/29 . JEEX/(1+6. *DH/29 . /EE)
36 RETURN
37 END




(1=20.

1 . SUBROUTINE SOLTRICHMA.MB, MC,F, N, X)
! _
3 € QUESTO SOTTOPROGRAMMA RISOLVE UN SISTEMA LINEARE LA CUI MATRII
4 £ Ha STRUTTURA TRIDIAGONALE
5 £
6 L o *x% LEGENDA **+
7 C Mf = DIAGONALE PRINCIPALE DELLA MATRICE * INPUT
8 C MB = DIAGONALE INFERIORE DELLA MATRICE * INPUT
9 £ MC = DIRGOMALE SUPERIORE DELLA MATRICE * IHPUT
10 € F = TERMINI NOTI % INPUT
11 € N = N. DI ELEHENTI DEL SISTEMA * INPUT
12 g % = SOLUZIOHE DEL SISTEMA * OUTPUT
13 |
14 C PER COMGDITA’ WB E MC HANNO W ELEMENTI ANCHE SE NE SONO
15 C UTILIZZATI (H-1), RISPETTIVAMENTE DR 2 @ N E DA 1 A& (H-1).
16 £
1? PARAMETER NFIT=1010
18 REAL MACHY, MBCH ), HCON ) FON 3, ROND, ACNFITY, GRCNFITY, GONFI
19 H1=H~1
20 © NiB=N-1
21 IF(N.EQ.2)N1B=2
22 C
23 C IL METODO DI CALCOLO DELLA SOLUZIONE E’ QUELLO CLASSICO
24 . € DELLA LETTERATURA., BASATO SULLA FRTTORIZZAZIONE IN DUE
25 £ MATRICI BIDIAGONALI, UN A INFERIORE E UNR SUPERIORE
26 C
27 € FATTORIZZAZIONE
28 ACL)=MACT)
29 IFCACL Y. EQ.0) GO TO 666
30 GACTI=NC(L 3/ACT)
31 DO 1 I=2,N1iB
32 11=1 ~1
33 ACId= MACTY - MBCI} % GACIT)
34 IFCACIY.EQ.0) GO TD 666
35 GACI) = HECII/ACT) -
36 1 CONTIHUE
3? ACHY = MACNI-MBCN)*GACNT)
38 IFCACH) . ER.O)Y GO TO 666
39 C
40 C SOLUZIONE
41 c
42 G(1) = FUIY/ACT)
- 43 PO 2 IK =2,N
44 iK1=1K - 1
45 GCIKY= C(FCIK)- CMBCIKI*GC IK1) IZRCIK)
. 46 2 CONTINUE
47 KON I=GON)
48 DO 2 IL=1,N1
49 . LI=N-IL
50 LI1=LI+1
51 XCLII=G(LI - GR(LI)*K(LIl)
- 52 3 CONTINUE
53 ¢
54 RETURN
55 £
56 666 WRITEC6,5) CACL)Y,L=1,N)
57 5 FORMATC’ ANNULLAMENTO DI UN VALORE DI A, FATTORIZZAZIT
© 58 *INPOSSIBILE’,/,100¢ 10E10.4,/))
- 59 RETURN

- 60 ) _ EWp
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CONCLUSIONI E ULTERIORI SVILUPPI

Lo studio numerico del problema modello, dei casi di
crescita e di collasso della bolla di vapore nel sodio,
e¢i hanno fornito un test pill che soddisfacente della effica-
cla del metodo di integrazione proposto nel cap. 3%

11 fatto che il nostro lavoro abbia preso sPunt§ dal pro-
blema concreto della dinamica di una bolla non deve far cre-
dere che l'applicazione del metodo di integrazione si limi-
ti a tali fenomeni fisici. La struttura, piuttosto generéie,
del problema parabolico col legame al contorno tra derivata
temporale e gradiente si pud adattare ad altri problemi di
natura diversa.

Concludendo questo lavoro vogliamo evidenziare che lo
scopo inizialmente prefissatoci & stato pienaménte raggiun=-
to, avendo ottenuto uno strumento di calcolo ?reciso e velo~-
ce su problemi di difficile o attualmente impossibilé 80~
luzione analitica. Inoltre ci & stato possibile studiare’
per la prima volta (precedenti soluzioni di altri autori
erano molto approssimative) in dettaglio il collasso di
una bolla di vapore.

Le linee direttrici su culi continua questo studio sono
essenzialmente due: il raffinamento del metodo numerico e

l'applicazione delltattuale metodo a problemi 4i bolle in




campi di pressione variabile e temperatura iniziale non

~“uniforme.

Pér quanfowfiéuarda‘iiAréffinamento del metodo numerico,
si procede a generalizzare 10 schetha di integrazione tem-
porale implicita pr0pésta per il problema della bolla
.(schema che, tra l'altro, consente un risparmio di tempo
di circa un terzo rispetto al corrispondente metodo espli-
cito, evitando, ¢ome abbiamo visto, il calcolo delle deri-
vate seconde).

Riguardo all'applicézione a casi di bolle in campi di pres-
sione variabile, il metodo numerico non va modificato, po-
tendo essere immediatamente esteso senza difficoltd, Al-
trettanto si pud dire per campi di temperatura iniziale

non uniforme.
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